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Перелік умовних позначень

chark характеристика поля k
k алгебраїчне замикання поля k
deg 𝑓 степінь многочлена 𝑓
𝑍(𝐿) центр алгебри Лі 𝐿
k* мультиплікативна група поля k
div𝐷 дивергенція диференціювання 𝐷
tr. degk(𝐿) ступінь трансцендентності поля 𝐿 над полем k
Der(𝐿) алгебра диференціювань алгебри Лі 𝐿
k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] алгебра многочленів від 𝑛 змінних над полем k.
k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) поле раціональних функцій від 𝑛 змінних над полем k.
k[[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]] алгебра формальних степеневих рядів від 𝑛 змінних над полем k.
k[𝑓1, . . . , 𝑓𝑘] підалгебра алгебри многочленів, яка породжена многочленами 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘
[𝐿 : 𝐾] степінь розширення (поля 𝐿 над полем 𝐾)
𝐽(𝑓, 𝑔) матриця Якобі многочленів 𝑓, 𝑔 ∈ k[𝑥, 𝑦]

gcd(𝑓, 𝑔) найбільший спільний дільник елементів 𝑓, 𝑔 деякого евклідового кільця
𝑉𝜆(𝐷) кореневий підпростір лінійного оператора 𝐷, який відповідає власному числу 𝜆.
P1(k) проективна пряма над полем k



Вступ

Актуальність теми. Дослідження алгебр Лі диференціювань асоціативних

кілець, зокрема, кілець многочленів від кількох змінних складають цілий розділ

сучасної алгебри, який тісно пов’язаний з теорією диференціальних рівнянь,

як звичайних, так і в частинних похідних, з геометрією, зокрема, група-

ми Лі та алгебраїчними групами (часто нескінченновимірними), з математи-

чним аналізом (теорією лінійних диференціальних операторів). Це пов’яза-

но з тією обставиною, що довільне диференціювання 𝐷 кільця многочленів

k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], де k довільне поле, має вигляд 𝐷 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑎𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
𝜕
𝜕𝑥𝑖

, де

коефіцієнти 𝑎𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) належать кільцю k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], тобто 𝐷 є лінійним

диференціальним оператором з поліноміальними коефіцієнтами. Ядро цього

оператора складають розв’язки відповідного диференціального рівняння в ча-

стинних похідних з поліноміальними коефіцієнтами, що пов’язує алгебраїчну

теорію з відповідними розділами теорії диференціальних рівнянь в частин-

них похідних. Комутатор двох диференціювань 𝐷1 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑎𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
𝜕
𝜕𝑥𝑖

i 𝐷2 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑏𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
𝜕
𝜕𝑥𝑖

є знову диференціюванням кільця многочленів

k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], і, як відомо, відносно операції комутування векторний простір

Der(k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]) утворює алгебру Лі. В алгебрі Лі 𝑊𝑛 = Der(k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛])

можна виділити цілий ряд підалгебр, які пов’язані з дією диференціювань

на певні диференціальні форми, ця тематика розроблялася в відомих робо-

тах Картана, іменем якого і названі серії алгебр Лі (див. [11]). Основним

об’єктом дослідження в дисертаційній роботі є алгебра Лі диференціювань
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кільця многочленів k[𝑥, 𝑦] від двох змінних з нульовою дивергенцією, тобто

таких диференціювань 𝐷 які мають вигляд 𝐷 = 𝑃 (𝑥, 𝑦) 𝜕
𝜕𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦) 𝜕

𝜕𝑦 де

div𝐷 = 𝜕𝑃
𝜕𝑥 + 𝜕𝑄

𝜕𝑦 = 0. Ця алгебра Лі називається спеціальною афінною алгеброю

Лі і позначається 𝑠𝑎2(k), оскільки як показано в роботі І.Р.Шафаревича [55] є

алгеброю Лі нескінченновимірної алгебраїчної групи 𝑆𝐴2(k) всіх автоморфізмів

кільця многочленів k[𝑥, 𝑦] з одиничним якобіаном (нагадаємо, що автоморфізм

𝜃 цього кільця задається парою многочленів 𝐹 (𝑥, 𝑦), 𝐺(𝑥, 𝑦), в які переходять

𝑥 i 𝑦 таких, що det 𝐽(𝐹,𝐺) ∈ k*. Основні результати дисертаційної роботи -

опис централізаторів елементів та максимальних абелевих підалгебр в алгебрі

Лі 𝑠𝑎2(k). Цей опис вимагає достатньо багато інформації про деякі види мно-

гочленів від кількох змінних - так звані замкнені многочлени. Окрім замкне-

них многочленів вивчаються в роботі також замкнені раціональні функції від

кількох змінних (це є насправді твірні максимальних підполів степеня трансцен-

дентності 1 в полі раціональних функцій). Відзначимо, що замкнені многочлени

і замкнені раціональні функції вивчались багатьма авторами (А. Новіцкі [41],

М. Олланіер [46], М. Аяд [4, 5], А. Боден [9, 10], E. Циган [12] та інші) в зв’язку

з іншими питаннями, пов’язаними переважно з деякими проблемами комута-

тивної алгебри, теорії чисел та теорії динамічних систем.

В дисертаційній роботі вивчаються також окремі диференціювання кільця

многочленів k[𝑥, 𝑦] та поля раціональних функцій k(𝑥, 𝑦), оскільки багато пи-

тань з теорії алгебр Лі зводиться до будови кільця констант таких дифе-

ренціювань. З цієї точки зору диференціювання вивчались рядом авторів,

однією з перших тут була робота О.Зариського [64]. Дослідженню підкілець

констант диференціювань асоціативних комутативних кілець присвячено робо-

ти А.Новіцкі [42], [44] та інших авторів [45], [19], [6]. Основною тут є робота

А.Новіцкі і М.Нагати [43], результати якої суттєво використовуються в даній

дисертаційній роботі.
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Окрім алгебр Лі диференціювань кільця многочленів від двох змінних в ди-

сертаційній роботі розглядаються аналогічні алгебри Лі диференціювань кільця

формальних степеневих рядів від двох змінних. Використовуючи результати

А.Плоскі [51] отримано також подібний опис для централізаторів елементів і

максимальних абелевих підалгебр в алгебрі Лі 𝑠𝑎pow
2 (k).

Зв’язок дисертаційної роботи з науковими програмами, планами,

темами. Дисертаційну роботу виконано в рамках держбюджетної дослідниць-

кої теми 06БФ038 "Розробка алгебраїчних і геометричних методів дослідження

з використанням комбінаторних та категорних підходів що виконується на ка-

федрі алгебри та математичної логіки механіко-математичного факультету Ки-

ївського національного університету імені Тараса Шевченка (номер державної

реєстрації 0106U005862).

Мета і завдання дослідження. Метою дослідження є опис централізато-

рів елементів та максимальних абелевих підалгебр в алгебрі Лі диференціювань

кільця многочленів від двох змінних з нульовою дивергенцією та детальне ви-

вчення замкнених многочленів та замкнених раціональних функцій від кількох

змінних, в термінах яких отримано зазначений вище опис.

Об’єктом дослідження є алгебра Лі 𝑠𝑎2(k) всіх диференціювань з нульовою

дивергенцією кільця многочленів від двох змінних та замкнені многочлени і

раціональні функції від кількох змінних.

Предмет дослідження - централізатори елементів та максимальні абелеві

підалгебри алгебри Лі 𝑠𝑎2(k), твірні максимальних підполів поля раціональних

функцій від кількох змінних та цілозамкнені підкільця кільця многочленів від

кількох змінних.

Методи дослідження. Основними методами,що використовуються у дослід-

женні є методи теoрії алгебр Лі та методи комутативної алгебри, які пов’язані

з цілими розширеннями комутативних кілець.
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Наукова новизна одержаних результатів. У дисертації автором отри-

мано нові теоретичні результати, основними із яких є такі:

1) дано повний опис централізаторів елементів в алгебрі Лі 𝑠𝑎2(k) всіх дифе-

ренціювань кільця многочленів k[𝑥, 𝑦] з нульовою дивергенцією у випадку

основного поля нульової характеристики;

2) описано всі максимальні абелеві підалгебри алгебри Лі 𝑠𝑎2(k) у випадку

основного поля нульової характеристики;

3) описано структуру просторів поліноміальних розв’язків диференціальних

рівнянь 𝐷(𝑔) = 𝑎𝑔, 𝐷 ∈ 𝑠𝑎2(k);

4) отримано опис будови алгебри Лі 𝑠𝑎2(k) у випадку основного поля простої

характеристики 𝑝 > 0;

5) отримано аналогічні результати для алгебр Лі формальних степеневих

рядів;

6) вказано достатні умови для того, щоб задана раціональна функція від

кількох змінних була замкненою.

Практичне значення одержаних результатів. Результати дисертацій-

ної роботи мають теоретичний характер. Її результати можуть бути викори-

стані в теорії алгебр Лі, комутативній алгебрі, теорії трансцендентних розши-

рень полів раціональних функцій та суміжних розділах математики.

Особистий внесок здобувача. Усі результати, що ввійшли в дисертаційну

роботу, одержані самостійно, або за особистою участю автора. А саме: основні

теореми 3.2.8, 4.2.4, 4.3.8, 4.3.9, 5.1.9, дисертаційної роботи отримано автором са-

мостійно. Теореми 3.3.2, 5.1.3 отримано спільно з А.П.Петравчуком при рівному

й нероздільному внеску співавторів.
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Апробація результатів дисертації. Результати дисертаційної роботи до-

повідалися

∙ на П’ятій Міжнародній алгебраїчній конференції в Україні (Одеса, липень

2005 р.);

∙ на Міжнародній алгебраїчній конференції з теорії радикалів ICOR-2006

(Київ, липень-серпень 2006 р.);

∙ на Шостій Міжнародній алгебраїчній конференції в Україні (Кам’янець-

Подільський, липень 2007 р.).

Публікації. Основні результати дисертації опубліковано в 8 наукових ро-

ботах. З них 4 — це статті [48, 28, 50, 30] у фахових виданнях та 4 — публікації

у матеріалах та тезах конференцій [47, 27, 29, 49].

Структура та обсяг дисертації. Дисертаційна робота складається зі всту-

пу, чотирьох розділів, висновків та списку використаних джерел. Загальний об-

сяг роботи – 117 сторінок, з них список використаних джерел займає місце з

111 по 117 сторінку і містить 64 найменувань.

Основний зміст роботи. Основна частина роботи складається із п’яти

розділів. На початку кожного розділу подається короткий зміст підрозділів да-

ного розділу.

У першому розділі проводиться огляд літератури, пов’язаної з тематикою

досліджень, що проводилася здобувачем.

У другому розділі подано необхідні означення та деякі допоміжні резуль-

тати, які використовуються в подальшому викладі результатів роботи.

У третьому розділі досліджуються замкнені раціональні функції і много-

члени. Нехай k - довільне поле характеристики 0. Нагадаємо, що многочлен

𝑓 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] називається замкненим, якщо підалгебра k[𝑓 ] цілозамкнена

в k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Множина замкнених многочленів співпадає з множиною таких
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многочленів 𝑓 , для яких підалгебра k[𝑓 ] є максимальним елементом в частково

впорядкованій за включенням множині

ℳ = {k[ℎ] | ℎ ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] ∖ k}.

Прикладом замкнених многочленів є многочлени, які утворюють якобієву

пару, тобто такі многочлени 𝑓, 𝑔 ∈ k[𝑥, 𝑦], що виконується det 𝐽(𝑓, 𝑔) ∈ k*, де

𝐽(𝑓, 𝑔) - матриця Якобі многочленів 𝑓, 𝑔. У випадку алгебраїчно замкненого

поля усі незвідні многочлени є також замкненими.

Многочлен ℎ називається породжуючим для многочлена 𝑓 , якщо ℎ замкне-

ний і якщо 𝑓 ∈ k[ℎ], тобто якщо 𝑓 = 𝐹 (ℎ) для деякого 𝐹 (𝑡) ∈ k[𝑡]. Породжу-

ючий многочлен завжди існує, до того ж визначений однозначно з точністю до

афінного перетворення, тобто якщо ℎ1, ℎ2 два породжуючих многочлени мно-

гочлена 𝑓 , тоді існують константи 𝑐1 ∈ k*, 𝑐2 ∈ k, такі що ℎ2 = 𝑐1ℎ1 + 𝑐2.

Раціональна функція 𝜙 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∖ k називається замкненою, якщо

підполе k(𝜙) алгебраїчно замкнене в k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Раціональна функція 𝜓 називається породжуючою для раціональної функції

𝜓, якщо 𝜓 замкнена і 𝜓 ∈ k(𝜓). Основні результати третього розділу містяться

в наступних теоремах:

Теорема 3.2.8. Нехай поле k = k̄ алгебраїчно замкнене. Нехай многочлени

𝑓, 𝑔 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] взаємно прості і алгебраїчно незалежні. Якщо хоча б один

з них незвідний, то раціональна функція 𝜙 = 𝑓
𝑔 замкнена.

Теорема 3.3.2. Нехай многочлени 𝑓, 𝑔 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] взаємно прості і хоча б

один з них не є сталим многочленом. Тоді раціональна функція 𝜙 = 𝑓
𝑔 замкне-

на тоді і лише тоді, коли у пучку гіперповерхонь 𝛼𝑓 + 𝛽𝑔 усі крім, можливо,

скінченного числа гіперповерхні є незвідними.

Четвертий розділ присвячено дослідженню структури алгебр Лі типу

𝑃2(k), тобто алгебр Лі многочленів, раціональних функцій та рядів від двох
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змінних із дужкою Лі, що визначається якобіаном [𝑓, 𝑔] = 𝜕𝑓
𝜕𝑥 ·

𝜕𝑔
𝜕𝑦 −

𝜕𝑓
𝜕𝑦 ·

𝜕𝑔
𝜕𝑥 . Пер-

ша частина цього розділу присвячена випадку характеристики нуль, у другій

частині досліджується структура алгебр 𝑃2(k) та ̃︁𝑃2(k) у простій характери-

стиці. В наступній теоремі дано опис простору узагальнених власних функцій

внутрішніх диференціювань алгебри Лі 𝑃2(k).

Теорема 4.2.4. Нехай 𝑎, 𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦], 𝑎 ̸= 0, 𝑉𝑎(𝑓) ̸= 0. Тоді існує 𝑔𝑎,𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦],

такий що 𝑉𝑎(𝑓) = 𝑔𝑎,𝑓k[𝑓 ] і 𝑔𝑎,𝑓 не ділиться на елементи з 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑓 ].

Зокрема, 𝑉𝑎(𝑓) нескінченновимірний векторний простір над полем k і вільний

модуль рангу 1 над централізатором 𝐶𝑃2(k)(𝑓) многочлена 𝑓 .

Аналогічні результати можна отримати для алгебр Лі, побудованих на

кільцях формальних степеневих рядів від двох змінних. Для зручності будемо

називати формальний степеневий ряд 𝑓 ∈ k[[𝑥, 𝑦]] максимальним, якщо алге-

бра k[[𝑓 ]] є максимальним елементом у частково впорядкованій за включенням

множині

{k[[ℎ]] | ℎ ∈ k[[𝑥, 𝑦]]}.

Максимальні ряди є аналогами замкнених многочленів і раціональних фун-

кцій.

Ряд ℎ називається породжуючим рядом для ряду 𝑓 , якщо ℎ максимальний

і 𝑓 ∈ k[[ℎ]]. Породжуючий ряд завжди існує.

Твердження 4.2.12. Нехай 𝑓 ∈ k[[𝑥, 𝑦]] ∖ k. Тоді 𝐶k[[𝑥,𝑦]](𝑓) = k[[ℎ]] для

довільного породжуючого для 𝑓 ряду ℎ.

Твердження 4.2.14. Максимальними абелевими підалгебрами в k[[𝑥, 𝑦]] є в

точності однопороджені підалгебри k[[ℎ]], породжені максимальним рядом ℎ.

Якщо характеристика основного поля більша від нуля, маємо цілковито іншу

структуру централізаторів і максимальних абелевих підалгебр в алгебрах 𝑃2(k)

та ̃︁𝑃2(k). Вона вказана в наступних твердженнях
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Теорема 4.3.8. Нехай 𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦]∖k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]. Тоді 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝, ℎ1, . . . ℎ𝑝−1]

є вільним модулем рангу 𝑝 над k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝], де ℎ𝑖 є вільними твірними, що мають

вигляд

𝑔−1(𝑎0 + 𝑎2𝑓 + · · · + 𝑎𝑝−1𝑓
𝑝−1),

𝑔, 𝑎𝑖 ∈ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝], 𝑖 = 0, 𝑝− 1.

Теорема 4.3.9. 1) Нехай 𝐴 максимальна абелева підалгебра в алгебрі Лі 𝑃2(k).

Тоді 𝐴 збігається з централізатором 𝐶𝑃2(k)(𝑓) для деякого 𝑓 ∈ 𝐴 ∖ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝].

Навпаки, для довільного 𝑓 ∈ 𝑃2(k) ∖ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝] підалгебра 𝐶𝑃2(k)(𝑓) є максималь-

ною абелевою підалгеброю із 𝑃2(k).

2) Максимальні абелеві підалгебри алгебри Лі ̃︁𝑃2(k) вичерпуються підполя-

ми k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓), 𝑓 ∈̃︁𝑃2(k) ∖ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝).

В останньому, п’ятому розділі досліджується структури алгебри Лі 𝑠𝑎2(k)

та алгебр, що подібні до неї, тобто алгебр Лі ̃︁𝑠𝑎2(k) та 𝑠𝑎pow
2 (k). У першій частині

розглянуто випадок нульової характеристики, друга частина цього розділу при-

свячена простій характеристиці основного поля k.

Теорема 5.1.3. Нехай 𝐷 = 𝑃 (𝑥, 𝑦) 𝜕
𝜕𝑥+𝑄(𝑥, 𝑦) 𝜕

𝜕𝑦 – ненульовий елемент алгебри

Лі 𝑠𝑎2(k). Нехай 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ k[𝑥, 𝑦] такий многочлен, що 𝜕𝑓
𝜕𝑥 = 𝑄(𝑥, 𝑦), 𝜕𝑓

𝜕𝑦 =

−𝑃 (𝑥, 𝑦) і нехай 𝑓 породжуючий многочлен многочлена 𝑓 . Тоді

1) якщо 𝑓(𝑥, 𝑦) не многочлен Якобі, то

𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) = k[𝑓 ]

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
;

2) якщо 𝑓(𝑥, 𝑦) многочлен Якобі і 𝑔(𝑥, 𝑦) такий многочлен, що det(𝐽(𝑓, 𝑔)) ∈
k*, то

𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) = k[𝑓 ] ad 𝑓 + k ad 𝑔 = k[𝑓 ]𝐷 + k
(︂
−𝜕𝑔
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
.
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Теорема 5.1.9. Нехай 𝐴 максимальна абелева підалгебра алгебри Лі 𝑠𝑎2(k).

Тоді

1) якщо dim𝐴 = ∞, то

𝐴 = k[𝑓 ]

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
,

де 𝑓(𝑥, 𝑦) замкнений многочлен.

Навпаки, для довільного замкненого многочлена 𝑓 , алгебра

k[𝑓 ]

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
є максимальною абелевою підалгеброю в 𝑠𝑎2(k);

2) якщо dim𝐴 <∞ то

𝐴 = k𝐷1 + k𝐷2,

де 𝐷1 = −𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦 , і 𝐷2 = −𝜕𝑔

𝜕𝑦
𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑔

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦 для деякої пари многочленів 𝑓 та

𝑔, таких що [𝑓, 𝑔] = det(𝐽(𝑓, 𝑔)) ∈ k*.
Навпаки, для довільних многочленів 𝑓, 𝑔 з умовою det(𝐽(𝑓, 𝑔)) ∈ k* підал-

гебра

k𝐷1 + k𝐷2,

де 𝐷1 і 𝐷2 визначені як і вище, є максимальною абелевою підалгеброю в 𝑠𝑎2(k).

Ідея опису централізаторів, яка була використана для алгебри Лі 𝑠𝑎2(k), не

працює повною мірою для алгебри ̃︁𝑠𝑎2(k). Найбільше, що ми можемо зробити, це

обмежитися образом гомоморфізму ad і описати централізатори та максимальні

підалгебри для цієї достатньо великої підалгебри в ̃︁𝑠𝑎2(k). Для рядів маємо

аналогічні до Теорем 5.1.3 та 5.1.9 результати. В усіх формулюваннях потрібно

лише замінити многочлени на ряди.



Розділ 1

Огляд літератури

Дослідження алгебр Лі диференціювань комутативних кілець, зокрема кілець

многочленів від кількох змінних, складають важливий напрям в сучасній теорії

алгебр Лі, який тісно пов’язаний з багатьма розділами алгебри, геометрії, теорії

диференціальних рівнянь та математичної фізики. Наприклад, з кожною алге-

браїчною групою пов’язується відповідна їй алгебра Лі, яка в багатьох випадках

є алгеброю Лі диференціювань і тому результати, отримані в теорії алгебр Лі

можуть бути застосовані до алгебраїчних груп та груп Лі. Дослідження алгебр

Лі диференціювань кілець многочленів розпочалися давно, але систематичного

характеру вони набули після опублікування робіт Е.Картана (див. наприклад,

[11]), який вивчаючи алгебри Лі диференціювань кілець степеневих рядів від

кількох змінних ввів серії алгебр Лі картанівського типу, дослідження яких ду-

же вплинуло на подальший розвиток не тільки теорії алгебр Лі, але й алгебри

в цілому. Основну роль тут відіграють чотири серії алгебр Лі над полем хара-

ктеристики 0. Ці алгебри складаються з неперервних диференціювань кільця

𝑘[[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]] формальних степеневих рядів, тобто з лінійних операторів вигля-

ду

𝐷 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖
, 𝑓𝑖 ∈ 𝑘[[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]].

Ці серії визначаються умовами:
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1) Всі диференціювання кільця 𝑘[[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]].

2) Всі диференціювання 𝐷, які задовольняють умову 𝐷𝜔 = 0, де 𝜔 = 𝑑𝑥1 ∧
. . . ∧ 𝑑𝑥𝑛 – диференціальна форма.

3) Всі диференціювання, які задовольняють при 𝑛 = 2𝑘 умові 𝐷𝜔 = 0, де

𝜔 – невироджена двовимірна диференціальна форма зі сталими коефіцієнтами,

тобто

𝜔 =
∑︁

𝛼𝑖𝑗𝑑𝑥𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑗, 𝛼𝑖𝑗 = −𝛼𝑗𝑖, 𝑑𝑒𝑡(𝛼𝑖𝑗) ̸= 0.

4) Всі диференціювання, які задовольняють при 𝑛 = 2𝑘 + 1 умові 𝐷𝜔 = 𝑓𝜔,

де 𝑓 - функція із 𝑘[[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]], яка залежить від 𝐷, а 𝜔 – одновимірна дифе-

ренціальна форма з поліноміальними коефіцієнтами степеня 6 1 і невиродже-

ним диференціалом 𝑑𝜔.

Ці алгебри Лі в характеристиці 0 є простими, але вже в характеристиці

𝑝 > 0 вони перестають бути простими, в кожній з таких алгебр Лі дифе-

ренціювання 𝐷 =
∑︀
𝑓𝑖

𝜕
𝜕𝑥𝑖

з 𝑓𝑖 ∈ 𝑘[[𝑥𝑝1, . . . , 𝑥
𝑝
𝑛]] утворюють ідеал скінченної

ковимірності. Відповідні фактор-алгебри можна описати як алгебри тих ди-

ференціювань кільця “зрізаних” многочленів 𝑘[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]/(𝑥
𝑝
1, . . . , 𝑥

𝑝
𝑛), які задо-

вольняють умови типу 1) - 4). Алгебри Лі цих типів є 𝑝-алгебрами і вичерпують

всі некласичні прості 𝑝-алгебри Лі в характеристиці 𝑝 > 5. В своїй відомій роботі

[34] А.І.Кострікін та І.Р.Шафаревич дослідили властивості таких алгебр Лі, по-

казали їх простоту (при деяких природних обмеження) і висунули гіпотезу, що

при достатньо великому простому числі 𝑝 модулярні алгебри Лі є або класични-

ми або належать до таких картанівських серій. Ця гіпотеза була підтверджена

через багато років в серії робіт Г.Штраде, Р.Вільсона та інших математиків

(див., наприклад, [61]). Алгебри Лі із серій 1) - 4) називаються відповідно за-

гальною, спеціальною, гамільтоновою та контактною алгебрами і є одними з

найбільш популярних об’єктів для дослідження в останні роки, оскільки бага-

то питань не тільки з алгебри, але й з інших розділів математики пов’язані з
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алгебрами Лі картанівських серій.

Вкажемо один приклад застосування алгебр Лі диференціювань алгебри

формальних степеневих рядів в геометрії. Якщо група 𝐺 діє на множині 𝑆,

то така дія називається примітивною у випадку, коли єдиними інваріантними

відносно цієї дії відношеннями еквівалентності на 𝑆 є відношення тотожності

і тривіальне відношення (у якого всі елементи із 𝑆 належать одному класу

еквівалентності). Неважко показати, що примітивність дії групи 𝐺 еквівалентна

тому, що стабілізатор кожної точки множини 𝑆 є максимальною підгрупою гру-

пи 𝐺. Якщо 𝐺 – група Лі, яка примітивно діє на множині 𝑆, то переходячи

до її алгебри Лі 𝐿 ми отримуємо поняття примітивної підалгебри алгебри Лі

𝐿: це така підалгебра із 𝐿, яка є максимальною в 𝐿 і не містить ненульових

ідеалів алгебри 𝐿 (зауважимо, що в фундаментальній роботі Е.Картана [11]

досліджувалися фактично примітивні псевдогрупи перетворень, але більшість

понять з теорії груп перетворень мають сенс і для псевдогруп перетворень).

Примітивні підалгебри природним чином містяться в алгебрах Лі картанівських

серій і значною мірою визначають їх будову, як це було показано в роботах

В.Каца [32], [33]. При дослідженні примітивних підалгебр в серії робіт відомих

математиків В.Гійєміна та С.Стернберга [23], [24], [25] було вивчено локальну

дію таких алгебр Лі на гладких многовидах і отримано ряд фундаментальних

результатів, які відносяться до диференціальної геометрії.

При дослідженні алгебр Лі диференціювань кілець многочленів важливим

є також питання про властивості окремих елементів цих алгебр Лі, тобто

окремих диференціювань. Це питання відноситься переважно до комутатив-

ної алгебри і диференціювання вивчаються переважно засобами цього розділу

алгебри. Найважливішими тут є питання про будову кільця констант дано-

го диференціювання і про його простоту (диференціювання 𝐷 називається

простим, якщо кільце не містить нетривіальних ідеалів, які є інваріантними
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відносно дії цього диференціювання). Теорії диференціювань кілець много-

членів від кількох змінних присвячено величезну кількість робіт (див., на-

приклад, монографії [18] та [41]). Важливим класом диференціювань кілець

многочленів є локально нільпотентні диференціювання (нагадаємо, що дифе-

ренціювання 𝐷 називається локально нільпотентним, якщо для кожного еле-

мента 𝑓 кільця k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] існує таке натуральне число 𝑠𝑓 , що 𝐷𝑠𝑓 (𝑓) = 0).

Локально нільпотентні диференціювання важливі ще й тому, що експонента

від такого диференціювання легко визначається (у випадку основного поля k
нульової характеристики) і є автоморфізмом кільця многочленів k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛].

Локально нільпотентні диференціювання кільця многочленів від двох змінних

були описані Р.Ренчлером в роботі [52], виявилось, що з точністю до спряження

деяким автоморфізмом кільця многочленів вони мають вигляд 𝐷 = 𝑓(𝑦) 𝜕
𝜕𝑥 . В

загальному випадку опис локально нільпотентних диференціювань є дуже важ-

кою задачею, якій присвячено велику кількість робіт багатьох відомих матема-

тиків, і де отримано лише спорадичні результати. Відзначимо зокрема, що в ро-

ботах Х.Дерксена [14], [15] та Е.Фройденбурга [20] та [13] локально нільпотентні

диференціювання досліджувалися з точки зору їх кілець констант. Сучасний

стан справ в цьому дуже цікавому напрямі комутативної алгебри викладено в

монографії Е.Фройденбурга [21], яка опублікована зовсім недавно.

Оскільки опис централізаторів елементів в алгебрі Лі 𝑠𝑎2(𝑘) над основним

полем характеристики 0 зводиться до вивчення замкнених многочленів від двох

змінних, частина дисертаційної роботи присвячена саме цій тематиці. В бага-

тьох випадках зручно вивчати не тільки замкнені многочлени, але й замкнені

раціональні функції від кількох змінних (такі раціональні функції можуть бути

визначені як такі раціональні функції, які породжують максимальні підполя

степеня трансцендентності степеня 1 у поля раціональних функцій). Систе-

матичне вивчення замкнених многочленів розпочалося в роботі М.Нагати і
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А.Новіцкі [43], де вивчалися кільця констант диференціювань кільця много-

членів k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Зокрема, ними було доведено наступне твердження, яке

часто використовується при вивченні диференціювань: якщо chark = 0 i 𝐷– не-

нульове диференціювання кільця многочленів k[𝑥, 𝑦], то кільце констант цього

диференціювання має вигляд k[𝑥, 𝑦]𝐷 = k[𝑓 ] для деякого многочлена 𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦].

Легко бачити, що кожен незвідний многочлен із k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] є замкненим і то-

му природним є питання, наскільки близькі замкнені многочлени до незвідних.

Використовуючи досить глибокі результати із алгебраїчної геометрії (теорему

Бертіні та її наслідки, див. [56], теорема 2.6.1) було доведено, що для в де-

якому сенсі замкнені многочлени відрізняються від незвідних лише адитивною

константою (це все для алгебраїчно замкнених полів), а саме було доведено,

що для замкненого многочлена 𝑓 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] сума 𝑓 + 𝑐 є незвідним мно-

гочленом для всіх крім скінченного числа елементів 𝑐 основного поля. Одни-

ми із перших в цьому напрямі була робота Ю.Стейна [59], який використо-

вуючи методи алгебраїчної геометрії вказав верхню оцінку для кількості та-

ких "виключних"елементів у випадку многочленів від двох змінних і поля ха-

рактеристики 0. Пізніше в роботах французьких математиків М.Аяда [4], [5]

М.Наджиба [38], [39], [40] та інших була уточнена верхня оцінка для кількості

елементів поля 𝑐, для яких сума 𝑓 + 𝑐 є звідним многочленом. Замкнені много-

члени та замкнені раціональні функції вивчались також в роботі В.Бавули [7],

присвяченій в основному деяким узагальненням теореми Люрота про підполя

степеня трансцендентності 1 поля раціональних функцій k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). В цій

роботі були перенесені на поля раціональних функцій також деякі результати

М.Нагати і А.Новіцкі про кільця констант диференціювань кільця многочленів

від кількох змінних. Зокрема, В.Бавула довів, що для довільного ненульового

диференціювання 𝛿 поля раціональних функцій k(𝑥, 𝑦) підполе констант також

має вигляд k(𝑥, 𝑦)𝛿 = k(𝑓) для деякої раціональної функції 𝑓 ∈ k(𝑥, 𝑦). Не-
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давно в роботі І.В.Аржанцева та А.П.Петравчука [2] замкнені многочлени були

досліджені з точки зору дії на них скінченних груп автоморфізмів алгебри мно-

гочленів від кількох змінних. Нагадаємо, що підалгебра 𝐴 ⊆ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] нази-

вається насиченою, якщо для кожного многочлена 𝑓 ∈ 𝐴∖k породжуючий мно-

гочлен для 𝑓 також належить підалгебрі 𝐴. Було доведено, що при природній дії

скінченної групи 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿𝑛(k) на алгебрі многочленів k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] підалгебра

констант 𝐴 = k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]
𝐺 буде насиченою в k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] тоді і тільки тоді,

коли 𝐺 не допускає нетривіальних гомоморфізмів в мультиплікативну групу

основного поля k. Це дає можливість будувати багато прикладів ненасичених

підалгебр із k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Аналогічні результати були отримані тими ж автора-

ми для замкнених раціональних функцій (тобто таких, які породжують алгебра-

їчно замкнені в полі k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] підполя степеня трансцендентності 1). Вико-

ристовуючи властивості замкнених раціональних функцій від кількох змінних в

роботі [3] були побудовані приклади не алгебраїчно замкнених підполів із поля

раціональних функцій k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], кожне підполе степеня трансцендентності

1 яких є алгебраїчно замкненим.

Однією з перших робіт, в якій фактично вивчалися замкнені многочленам бу-

ла робота Ф.Закса [63], де було описано Дедекіндові підалгебри алгебри много-

членів від кількох змінних. Виявилось, що це будуть лише підалгебри, ізоморфні

алгебрі многочленів від однієї змінної. Методи доведення, використані в цій ро-

боті узагальнювалися потім іншими авторами при дослідженні кілець констант

окремих диференціювань або сімейств диференціювань. Аналогом замкнених

многочленів в полях раціональних функцій від кількох змінних є замкнені фун-

кції, які визначаються, умовою, що підполе, ними породжене є максимальним

підполем степеня трансцендентності 1. Для замкнених раціональних функцій

можна поставити ті ж самі питання. що і для замкнених многочленів, а саме,

при якій кількості елементів 𝑐 основного поля сума 𝜑+ 𝑐 буде знову замкненою
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раціональною функцією. Це питання вивчалося в роботі А.Бодена [9], де було

вказано оцінку для кількості елементів 𝑐 в залежності від степеня раціональної

функції 𝜑 = 𝑝
𝑞 який визначається як максимум степенів чисельника і знаменни-

ка раціонального дробу. Зауважимо, що на полі раціональних функцій від двох

змінних можна ввести структуру алгебри Пуассона таким самим способом. як і

на алгебрі многочленів від двох змінних. Тут централізатори елементів будуть

вже підполями, які містять основне поле, і питання про будову таких підполів є

цікавим і важливим питанням. Аналогічно максимальні абелеві підалгебри бу-

дуть максимальними в деякому сенсі підполями і тут важливими є властивості

замкнених раціональних функцій, про які йшла мова раніше. Централізатори

елементів в полях раціональних функцій вивчалися в роботі А.Бодена [9], а у

випадку позитивної характеристики основного поля в роботі С.Скрябіна [57].

Зауважимо, що ще раніше централізатори елементів та максимальні абелеві

підалгебри в алгебрах Вейля досліджувалися в роботах багатьох авторів (див.,

наприклад, [1], [16] ). Аналогічно можна поставити питання про централізатори

елементів в вільній асоціативній алгебрі над полем. Це питання розглядалося в

роботі Г.Бергмана [8], де було доведено, що централізатор довільного елемен-

та із такої алгебри (який не лежить в основному полі) має вигляд k[𝑓 ], де 𝑓

- деякий елемент із цієї алгебри. Це показує, що питання про централізатори

елементів (і про максимальні абелеві підалгебри) виникає природним чином в

різних розділах алгебрах, хоча при його вивченні, часто застосовуються зовсім

різні підходи.



Розділ 2

Означення та допоміжні результати

Означення 2.0.1. Нижнім центральним рядом алгебри Лі 𝐿 називається

ряд ідеалів

𝐿 = 𝐿0 ⊇ 𝐿1 ⊇ · · · ⊇ 𝐿𝑛 ⊇ . . . ,

де 𝐿𝑖 := [𝐿,𝐿𝑖−1], тобто 𝐿1 = [𝐿,𝐿], 𝐿2 = [𝐿, [𝐿,𝐿]], 𝐿3 = [𝐿, [𝐿, [𝐿,𝐿]]] і т. д.

Означення 2.0.2. Похідним рядом алгебри Лі 𝐿 називається ряд ідеалів

𝐿 = 𝐿(0) ⊇ 𝐿(1) ⊇ · · · ⊇ 𝐿(𝑛) ⊇ . . . ,

де 𝐿𝑖 := [𝐿(𝑖−1), 𝐿(𝑖−1)], тобто 𝐿(1) = [𝐿,𝐿] = 𝐿1, 𝐿(2) = [[𝐿,𝐿], [𝐿,𝐿]] і т.

д. Замість 𝐿(1) часто використовується 𝐿′ (перша похідна), а замість 𝐿(2)

пишуть 𝐿′′ (друга похідна).

Означення 2.0.3. Алгебра Лі називається нільпотентною, якщо її нижній

центральний ряд закінчується нулем, тобто існує таке число 𝑛, що 𝐿𝑛 = 0.

Найменше таке 𝑛, що 𝐿𝑛 = 0 називається класом нільпотентності (ступе-

нем нільпотентності) алгебри Лі 𝐿.

Нільпотентними алгебрами ступеня нільпотентності один є, очевидно, абелеві

алгебри.
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Означення 2.0.4. Алгебра Лі називається розв’язною, якщо її похідний ряд

закінчується нулем, тобто існує таке число 𝑛, що 𝐿(𝑛) = 0. Найменше таке

𝑛 називається ступенем розв’язності (розв’язною довжиною) алгебри Лі 𝐿.

Зрозуміло, що розв’язними алгебрами ступеня розв’язності один є абелеві

алгебри.

Тензорний добуток асоціативної алгебри і алгебри Лі. Нехай 𝐿 ал-

гебра Лі над полем k, і нехай 𝐴 асоціативна комутативна k−алгебра. Тоді ве-

кторний простір 𝐴⊗𝑘𝐿 з множенням [𝑎1⊗ 𝑙1, 𝑎2⊗ 𝑙2] = 𝑎1𝑎2[𝑙1, 𝑙2], 𝑎𝑖 ∈ 𝐴, 𝑙𝑖 ∈ 𝐿,

𝑖 = 1, 2, є алгеброю Лі над полем k.

Наведена конструкції дає широкий клас прикладів алгебр Лі, деякі алгебри

Лі, які розглядаються в роботі, можуть бути отримані саме таким чином.

Означення 2.0.5. Нехай 𝐿 алгебра Лі і нехай 𝑎 деякий її елемент. Тоді цен-

тралізатором елемента 𝑎 називається множина 𝐶𝐿(𝑎) усіх таких елементів

𝑏 алгебри Лі, що комутують з 𝑎:

𝐶𝐿(𝑎) = {𝑏 ∈ 𝐿 | [𝑎, 𝑏] = 0}.

Означення 2.0.6. Векторний простір 𝑃 над полем k, в якому визначені

дві білінійні операції 𝑥 · 𝑦 (множення) та [𝑥, 𝑦] (дужка Пуассона), називає-

ться Пуассоновою алгеброю, якщо 𝑃 є комутативною асоціативною алгеброю

відносно операції 𝑥 · 𝑦, 𝑃 є алгеброю Лі відносно операції [𝑥, 𝑦] і 𝑃 задовольняє

наступну тотожність (тотожність Лейбніца)

[𝑎 · 𝑏, 𝑐] = [𝑎, 𝑐] · 𝑏+ 𝑎 · [𝑏, 𝑐]

для довільних елементів 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑃 .

Зауваження 2.0.1. Остання умова в Означенні 2.0.6 означає, що відобра-

ження 𝑃 → 𝑃, 𝑔 ↦→ [𝑓, 𝑔], є диференціюванням асоціативної алгебри 𝑃 у

сенсі Означення 2.0.9.
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Означення 2.0.7. 1) Нехай 𝑆 ⊆ 𝑅 розширення кілець. Елемент 𝑏 ∈ 𝑅 нази-

вається цілим над 𝑆, якщо існує монічний многочлен

𝑓 = 𝑡𝑚 + 𝑎1𝑡
𝑚−1 + · · · + 𝑎𝑚 ∈ 𝑆[𝑡],

такий що 𝑓(𝑏) = 0. Розширення 𝑆 ⊆ 𝑅 називається цілим, якщо усі елементи

з 𝑅 цілі над 𝑆.

Підкільце 𝑆 називається цілозамкненим у 𝑅, якщо кожен цілий над 𝑆 еле-

мент із 𝑅 належить вже 𝑆.

2) Область цілісності 𝑅 називається нормальною, якщо кільце 𝑅 ціло-

замкнене в своєму полі часток 𝑄(𝑅).

3) Розширення полів 𝐾 ⊆ 𝐿 називається алгебраїчним, якщо воно є цілим

розширенням кілець. Елемент 𝑏 ∈ 𝐿 називається алгебраїчним над 𝐾, якщо

він цілий над 𝐾. Іншими словами, у випадку полів прикметник “цілий” не

вживається, замість нього вживають прикметник “алгебраїчний”.

Лема 2.0.2. Нехай 𝐴 ⊆ 𝑅 ціле розширення кілець, і нехай 𝑅 нормальна

область цілісності. Тоді 𝑄(𝐴) ⊆ 𝑄(𝑅) є також цілим (алгебраїчним) роз-

ширенням.

Доведення. Оскільки𝐴 ⊆ 𝑅 і𝑅 ⊆ 𝑄(𝑅) є цілими розширеннями, ми отримуємо,

що 𝐴 ⊆ 𝑄(𝑅) також ціле.

Нехай 𝑎 ∈ 𝑄(𝑅), 𝑎 ̸= 0, цілий над 𝑄(𝐴), тоді

𝑎𝑛 + (𝑔1/ℎ1)𝑎
𝑛−1 + · · · + (𝑔𝑛/ℎ𝑛) = 0, 𝑔𝑖, ℎ𝑖 ∈ 𝐴, ℎ𝑖 ̸= 0.

Помноживши останню рівність на ℎ𝑛, де ℎ = ℎ1ℎ2 . . . ℎ𝑛, отримуємо

(ℎ𝑎)𝑛 + 𝑔1(
∏︁
𝑖̸=1

ℎ𝑖)(ℎ𝑎)𝑛−1 + 𝑔2ℎ(
∏︁
𝑖̸=2

ℎ𝑖)(ℎ𝑎)𝑛−2 + · · · + 𝑔𝑛ℎ
𝑛−1(

∏︁
𝑖̸=𝑛

ℎ𝑖) = 0.

Отже ℎ𝑎 є цілим над 𝐴. Використовуючи цілозамкненість 𝐴, одержуємо ℎ𝑎 ∈ 𝐴

і, значить, ℎ ∈ 𝑄(𝐴), що доводить лему.
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Означення 2.0.8. Кільце 𝑅 називається дедекіндовим кільцем, якщо 𝑅 нор-

мальне і dim𝑅 = 1.

Теорема 2.0.3 (Zaks [63], Eakin [17]). Нехай 𝑅 дедекіндове підкільце кільця

многочленів k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], що містить поле k. Тоді 𝑅 = k[𝑓 ] для деякого мно-

гочлена 𝑓 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], тобто є кільцем многочленів від однієї змінної. вербі

Теорема 2.0.4 (Gordan [22], Igusa [31] ). Нехай k = k̄ алгебраїчно замкнене по-

ле. Нехай k ⊆ 𝐸 ⊆ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) розширення полів степені трансцендентності

tr. degk𝐸 = 1. Тоді 𝐸 = k(𝑒) для деякого елемента 𝑒 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Означення 2.0.9. Нехай 𝑅 – асоціативна k−алгебра. Тоді

1) (скалярним) диференціюванням називається довільне k−лінійне відоб-

раження 𝛿 : 𝑅 → 𝑅, яке задовольняє правило Ляйбніца 𝛿(𝑎𝑏) = 𝛿(𝑎)𝑏 + 𝑎𝛿(𝑏);

множина усіх диференціювань алгебри 𝑅 утворює векторний підпростір в

Homk(𝑅,𝑅), що позначається Der(𝑅);

2) векторним диференціюванням розмірності 𝑚 називається довільне

лінійне відображення 𝐷 : 𝑅 → 𝑅𝑚, кожна компонента якого є скалярним

диференціюванням алгебри 𝑅, тобто 𝐷 = (𝛿1, . . . , 𝛿𝑚), де 𝛿𝑖 : 𝑅 → 𝑅 є скаляр-

ним диференціюванням.

Множина Homk(𝑅,𝑅) усіх k−eндоморфізмів k-алгебри 𝑅 відносно опе-

рації композиції утворює асоціативну k-алгебру. Тому, як було зазначено ви-

ще, асоціативна k−алгебра Homk(𝑅,𝑅) буде алгеброю Лі відносно комутатора

[𝑓, 𝑔] = 𝑓 ∘ 𝑔 − 𝑔 ∘ 𝑓 . Важливою властивістю диференціювань є те, що вони

утворюють підалгебру Лі у алгебрі Лі Homk(𝑅,𝑅).

Означення 2.0.10. 1) Нехай 𝛿 диференціювання кільця многочленів від 𝑛

змінних k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Многочлен 𝑓 називається многочленом Дарбу (або вла-

сним вектором) для 𝛿, якщо 𝛿(𝑓) = 𝜆𝑓 для деякого многочлена 𝜆 (не обо-

в’язково 𝜆 ∈ k). Многочлен 𝜆 називається комножником диференціювання 𝛿
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(або узагальненим власним значенням), який відповідає многочлену Дарбу 𝑓 .

Іншими словами, 𝑓 є поліноміальною власною функцією для 𝛿 з (узагальне-

ним) власним значенням 𝜆.

2) Якщо 𝛿 = (𝛿1, . . . , 𝛿𝑚) векторне диференціювання кільця многочленів

k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], то многочлен 𝑓 називається многочленом Дарбу для 𝛿, якщо

він є многочленом Дарбу для кожної координати 𝛿𝑖 диференціювання 𝛿, тоб-

то 𝛿𝑖(𝑓) = 𝜆𝑖𝑓 для деяких 𝜆𝑖 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], 𝑖 = 1,𝑚. Комножником у цьому

випадку є вектор комножників (𝜆1, . . . , 𝜆𝑚).

Лема 2.0.5. 1) Якщо 𝑓 і 𝑔 є многочленами Дарбу деякого диференціювання 𝛿 :

k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] → k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], що відповідають комножникам 𝜆 і 𝜇 відповідно,

то тоді 𝑓𝑔 є многочленом Дарбу диференціювання 𝛿, який відповідає комно-

жнику 𝜆+ 𝜇;

2)Нехай ℎ многочлен Дарбу диференціювання

k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]
𝛿−→ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛].

Тоді довільний дільник многочлена ℎ теж є многочленом Дарбу для 𝛿.

Доведення. 1) Випливає з рівності

𝛿(𝑓𝑔) = 𝛿(𝑓)𝑔 + 𝑓𝛿(𝑔) = 𝜆𝑓𝑔 + 𝑓𝜇𝑔 = (𝜆+ 𝜇)𝑓𝑔.

2) Нехай 𝛿(ℎ) = 𝜆ℎ. Нехай спочатку ℎ = ℎ1ℎ2, де ℎ1 і ℎ2 взаємнопрості.

Доведемо, що, наприклад, ℎ1 є многочленом Дарбу диференціювання 𝛿. Дійсно,

з

𝜆ℎ1ℎ2 = 𝜆ℎ = 𝛿(ℎ) = 𝛿(ℎ1ℎ2) = ℎ1𝛿(ℎ2) + ℎ2𝛿(ℎ1)

випливає, що ℎ2𝛿(ℎ1) = (𝜆ℎ2 − 𝛿(ℎ2))ℎ1. Оскільки ℎ1 і ℎ2 взаємнопрості, то

𝜆ℎ2 − 𝛿(ℎ2) = ℎ2𝑎 для деякого многочлена 𝑎, і ми отримуємо ℎ2𝛿(ℎ1) = (𝜆ℎ2 −
𝛿(ℎ2))ℎ1 = ℎ2𝑎ℎ1, а отже 𝛿(ℎ1) = 𝑎ℎ1. Таким чином ℎ1 многочлен Дарбу, що

відповідає комножнику 𝑎.
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Припустімо тепер, що многочлен ℎ має вигляд ℎ = ℎ𝑚1 для деякого много-

члена ℎ1 і натурального числа 𝑚. Тоді

𝜆ℎ𝑚1 = 𝜆ℎ = 𝛿(ℎ) = 𝛿(ℎ𝑚1 ) = 𝑚ℎ𝑚−1
1 𝛿(ℎ1),

звідки отримуємо, що 𝛿(ℎ1) = 𝜆
𝑛ℎ1, тобто ℎ1 є многочленом Дарбу, що відповідає

комножнику(власному числу) 𝜆
𝑛 .

З доведеного вище випливає, що довільний незвідний множник многочлена

ℎ є многочленом Дарбу диференціювання 𝛿. Оскільки за першою частиною цієї

Леми добуток многочленів Дарбу є знову многочленом Дарбу, отримуємо, що

довільний множник многочлена Дарбу є многочленом Дарбу.

Аналогічні властивості мають і векторні диференціювання.

Лема 2.0.6. 1) Якщо 𝑓 і 𝑔 є многочленами Дарбу деякого векторного дифе-

ренціювання 𝛿 : k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] → k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]
𝑚, що відповідають комножникам

𝜆 і 𝜇 відповідно, то тоді 𝑓𝑔 є многочленом Дарбу векторного диференціювання

𝛿, який відповідає комножнику 𝜆+ 𝜇;

2)Нехай ℎ многочлен Дарбу векторного диференціювання 𝛿 : k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] →
k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]

𝑚. Тоді довільний дільник многочлена ℎ теж є многочленом Дарбу

для 𝛿.

Доведення. Для доведення цих властивостей достатньо повторити доведення

Леми 2.0.5 для кожної компоненти векторного диференціювання 𝛿.

Теорема 2.0.7 (Ollagnier). Нехай k поле характеристики нуль і нехай 𝛿 :

k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] → k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]
𝑟 — скалярне (𝑟 = 1) або векторне (𝑟 > 2) ди-

ференціювання кільця многочленів від 𝑛 змінних. Нехай 𝑚 натуральне чи-

сло. Тоді число комножників, які відповідають многочленам Дарбу степеня

не більше 𝑚 скінченне.

Доведення. Див. [46], Proposition 4 та Corollary 5.
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Означення 2.0.11. Нехай 𝛿 : 𝑅 → 𝑅 диференціювання k−алгебри 𝑅. Тоді

елементи ядра диференціювання 𝑅𝛿 := ker 𝛿 називаються константами ди-

ференціювання 𝛿. Множина констант диференціювання 𝛿 є підкільцем (на-

справді k-підалгеброю) у 𝑅. Це кільце називається кільцем констант дифе-

ренціювання 𝛿.

Константи диференціювання кільця многочленів є многочленами Дарбу, що

відповідають комножнику 0.

Лема 2.0.8. 1) Нехай k поле характеристики нуль і 𝑅 – k−алгебра без

дільників нуля. Тоді для довільного диференціювання 𝐷 : 𝑅 → 𝑅 алгебри 𝑅

підалгебра констант 𝑅𝐷 цілозамкнена у 𝑅.

2) Нехай 𝐷 диференціювання кільця k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] або поля k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Тоді множина констант диференціювання 𝐷 є цілозамкненою підалгеброю в

k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] або у k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) відповідно.

Доведення. 1) Розглянемо цілий над 𝑅𝐷 елемент 𝑎. Нехай 𝑓 ∈ 𝑅𝐷[𝑡], 𝑓(𝑡) =

𝑡𝑚 + 𝑏1𝑡
𝑚−1 + · · · + 𝑏𝑚, 𝑏𝑖 ∈ 𝑅𝐷, монічний многочлен найменшого степеня, який

анулює 𝑎. Тоді, застосовуючи диференціювання 𝐷 до

𝑎𝑚 + 𝑏1𝑎
𝑚−1 + · · · + 𝑏𝑚 = 0,

отримуємо

(𝑚𝑎𝑚−1 + (𝑚− 2)𝑏1𝑎
𝑚−2 + · · · + 𝑏𝑚−1)𝐷(𝑎) = 0.

Оскільки 𝑅 без дільників нуля і 𝑓 мінімальний анулюючий многочлен, робимо

висновок, що 𝐷(𝑎) = 0, отже 𝑎 ∈ 𝑅𝐷.

2) очевидно випливає з 1), оскільки k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] і k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) кільця без

дільників нуля.

В роботі [43] було доведено наступну теорему, яка часто використовується

при вивченні диференціювань кільця многочленів від двох змінних.
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Теорема 2.0.9 (Theorem 2.8, [43]). Нехай 𝐷 диференціювання кільця k[𝑥, 𝑦].

Тоді існує многочлен 𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦], такий що ker𝐷 = k[𝑓 ].

Аналогічне твердження має місце для диференціювань поля раціональних

функцій від двох змінних

Теорема 2.0.10 (Corollary 2.6, [7]). Нехай k алгебраїчно замкнене поле ха-

рактеристики нуль, нехай 𝐷 відмінне від нульового диференціювання поля

k(𝑥, 𝑦). Тоді ker𝐷 = k(𝑓) для деякого 𝑓 ∈ k(𝑥, 𝑦).

Нагадаємо, що в довільній алгебрі Лі 𝐿 над полем k для довільного елемента

𝑎 ∈ 𝐿 відображення

ad(𝑎) : 𝐿→ 𝐿, 𝑏 ↦→ ad(𝑎)(𝑏) := [𝑎, 𝑏]

є k−диференціюванням алгебри Лі 𝐿, тобто лінійним відображенням 𝐿 → 𝐿,

що задовольняє умову

ad(𝑎)([𝑏, 𝑐]) = [ad(𝑎)(𝑏), 𝑐] + [𝑏, ad(𝑎)(𝑐)].

Такі диференціювання називаються внутрішніми. Якщо ж 𝐿 є ще й алгеброю

Пуассона, то з означення алгебри Пуассона випливає, що ad(𝑎) є ще й ди-

ференціюванням Пуассонової структури у сенсі Означення 2.0.9 Для вільних

Пуассонових алгебр має місце аналог теореми Бергмана про структуру цен-

тралізатора в вільній асоціативній алгебрі

Теорема 2.0.11 (Theorem 1, [58]). Нехай 𝑓 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] ∖ k, тоді ядро

внутрішнього диференціювання ad(𝑓) є кільцем многочленів від однієї змінної,

тобто ker ad(𝑓) = k[ℎ] для деякого відмінного від константи многочлена

ℎ ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛].

Теорема 2.0.12 (Theorem 4.1, [36]). Нехай 𝐷 відмінне від нуля диференцію-

вання кільця формальних степеневих рядів від двох змінних k[[𝑥, 𝑦]]. Тоді

ker𝐷 = k[[ℎ]] для деякого ряду ℎ ∈ k[[𝑥, 𝑦]].
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Теорема 2.0.13 (Theorem 4.4, [43]). Нехай k поле характеристики 𝑝 > 0, і

нехай 𝐷 це k−диференціювання кільця многочленів від двох змінних k[𝑥, 𝑦].

Тоді ker𝐷 є вільним k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]−модулем.

Лема 2.0.14. Якщо многочлени 𝑓, 𝑔 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] ∖ k алгебраїчно залежні,

то існує многочлен ℎ ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], такий що 𝑓 ∈ k[ℎ] і 𝑔 ∈ k[ℎ].

Доведення. Нехай Φ ∈ k[𝑡1, 𝑡2] ∖ k многочлен, такий що Φ(𝑓, 𝑔) = 0. Тоді

𝜕

𝜕𝑥1
Φ(𝑓, 𝑔) = · · · =

𝜕

𝜕𝑥𝑛
Φ(𝑓, 𝑔) = 0,

звідки випливає

Φ𝑡1(𝑓, 𝑔)
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
+ Φ𝑡2(𝑓, 𝑔)

𝜕𝑔

𝜕𝑥𝑖
= 0, 𝑖 = 1, 𝑛.

Оскільки або Φ𝑡1(𝑓, 𝑔) або Φ𝑡2(𝑓, 𝑔) не дорівнює нулю, отримуємо, що вектори(︁
𝜕𝑓
𝜕𝑥1
, . . . , 𝜕𝑓𝜕𝑥𝑛

)︁𝑡
i
(︁
𝜕𝑔
𝜕𝑥1
, . . . , 𝜕𝑔

𝜕𝑥𝑛

)︁𝑡
алгебраїчно залежні над k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Останнє

означає, що

det

(︃
𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑔
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑔
𝜕𝑥𝑗

)︃
=
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑔

𝜕𝑥𝑗
− 𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑔

𝜕𝑥𝑖
= 0, 𝑗 > 𝑖.

Отже, [𝑓, 𝑔] = 0, тому 𝑔 належить до ядра диференціювання ad(𝑓), що

за Теоремою 2.0.11 має вигляд ker ad(𝑓) = k[ℎ] для деякого многочлена ℎ ∈
k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Отже 𝑓, 𝑔 ∈ k[ℎ].

Нагадаємо, що раціональні функції 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) називаються

алгебраїчно залежними, якщо існує відмінна від нуля раціональна функція

𝐹 (𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) ∈ k(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) така, що 𝐹 (𝑓1, . . . , 𝑓𝑘) = 0.

В наступній лемі зібрані для зручності еквівалентні умови алгебраїчної за-

лежності двох раціональних функцій від кількох змінних.

Лема 2.0.15. Для раціональних функцій 𝜙, 𝜓 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)∖k наступні умо-

ви є еквівалентними.
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1) 𝜙 and 𝜓 алгебраїчно залежні над k;

2) ранг матриці Якобі 𝐽(𝜙, 𝜓) =

(︃
𝜕𝜙
𝜕𝑥1

. . . 𝜕𝜙
𝜕𝑥𝑛

𝜕𝜓
𝜕𝑥1

. . . 𝜕𝜓
𝜕𝑥𝑛

)︃
дорівнює 1;

3) для диференціалів 𝑑𝜙 і 𝑑𝜓 функцій 𝜙 і 𝜓 відповідно має місце 𝑑𝜙∧𝑑𝜓 = 0;

4) існує ℎ ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), так що 𝜙 = 𝐹 (ℎ) і 𝜓 = 𝐺(ℎ) для деяких

раціональних функцій 𝐹 (𝑡), 𝐺(𝑡) ∈ k(𝑡).

Доведення. Еквівалентність 1) і 2) випливає з [26], Ch.III, §7, Th. III. Еквіва-

лентність 2) і 3) очевидна. Оскільки 2) випливає з 4), достатньо довести, що з 1)

випливає 4). Нехай 𝜙 та 𝜓 алгебраїчно залежні. Тоді, очевидно, степінь транс-

цендентності tr. degk k(𝜙, 𝜓) дорівнює 1. За Теоремою 2.0.4 (див. також [54],

стор. 15) ми отримуємо k(𝜙, 𝜓) = k(ℎ) для деякої раціональної функції ℎ, і тому

𝜙 = 𝐹 (ℎ) and 𝜓 = 𝐺(ℎ) для деяких раціональних функцій 𝐹 (𝑡), 𝐺(𝑡) ∈ k(𝑡).

Розглянемо тепер алгебру многочленів від двох змінних k[𝑥, 𝑦] і введемо

бінарну операцію на k[𝑥, 𝑦], визначену за правилом

[𝑓, 𝑔] := det

(︃
𝜕𝑓
𝜕𝑥

𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕𝑔
𝜕𝑥

𝜕𝑔
𝜕𝑦

)︃
=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
· 𝜕𝑔
𝜕𝑦

− 𝜕𝑓

𝜕𝑦
· 𝜕𝑔
𝜕𝑥
.

Очевидно, що ця операція є білінійною.

Твердження 2.0.16. (k[𝑥, 𝑦], · , [ , ]) є алгеброю Пуассона.

Доведення. Очевидно, що [𝑓, 𝑓 ] = 0 для довільного многочлена 𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦].

Прямі обчислення показують, що має місце й тотожність Якобі, тобто

[𝑓, [𝑔, ℎ]] + [𝑔, [ℎ, 𝑓 ]] + [ℎ, [𝑓, 𝑔]] = 0.

Це доводить, що k[𝑥, 𝑦] є алгеброю Лі відносно дужки [ , ]. Оскільки [𝑓, 𝑔ℎ] =
𝜕𝑓
𝜕𝑥

𝜕
𝜕𝑦(𝑔ℎ) − 𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝜕
𝜕𝑥(𝑓ℎ), і оскільки диференціювання 𝜕

𝜕𝑥 та 𝜕
𝜕𝑦 задовольняють пра-

вило Ляйбніца, ми отримуємо

[𝑓, 𝑔ℎ] = [𝑓, 𝑔]ℎ+ 𝑔[𝑓, ℎ],

тобто k[𝑥, 𝑦] є алгеброю Пуассона.
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Означена вище алгебра Пуассона позначається 𝑃2(k).

Аналогічно до алгебри 𝑃2(k) можна ввести структуру алгебри Пуассона на

наступних асоціативних k−алгебрах.

Означення 2.0.12. На кільці многочленів k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] від 𝑛 змінних теж

існує структура алгебри Лі (Пуассона), дужку Лі в цьому випадку можна

задати так:

[𝑓, 𝑔] =
∑︁
𝑖<𝑗

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑔

𝜕𝑥𝑗
− 𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑔

𝜕𝑥𝑖

)︂
.

Ми позначатимемо цю алгебру 𝑃𝑛(k).

Означення 2.0.13. На полі раціональних функцій k(𝑥, 𝑦) від двох змінних над

полем k введемо множення як у випадку алгебри 𝑃2(k) за правилом:

[𝑓, 𝑔] :=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
· 𝜕𝑔
𝜕𝑦

− 𝜕𝑓

𝜕𝑦
· 𝜕𝑔
𝜕𝑥
.

Неважко переконатися, що це буде алгебра Пуассона, її ми будемо позначати

𝑃2(k).

Неважко переконатися що для означених вище алгебр Пуассона має місце

наступне твердження.

Лема 2.0.17. Нехай 𝐿 одна з означених вище алгебр Пуассона. Нехай 𝑓 та

𝑔 два елементи цієї алгебри, і нехай Φ(𝑡) це, в залежності від алгебри 𝐿,

многочлен чи раціональна функція від однієї змінної. Тоді

[𝑓,Φ(𝑔)] = Φ′(𝑔)[𝑓, 𝑔],

де Φ′(𝑡) це похідна від Φ(𝑡).

Доведення. Випливає з того, що за означенням алгебри Пуассона, внутрішнє

диференціювання ad(𝑓) = [𝑓,_] : 𝐿 → 𝐿 є диференціюванням асоціативної

структури алгебри 𝐿.
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Зауважимо, що кільце формальних степеневих рядів k[[𝑥, 𝑦]] від двох змінних

над полем k, разом з операцією взяття якобіану

[𝑓, 𝑔] :=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
· 𝜕𝑔
𝜕𝑦

− 𝜕𝑓

𝜕𝑦
· 𝜕𝑔
𝜕𝑥

також є Пуассоновою алгеброю.

Хоча в подальшому ми й використовуватимемо Пуассонову структуру озна-

чених вище алгебр, нас цікавитиме переважно їх структура як алгебр Лі.

Означення 2.0.14. Множина усіх диференціювань кільця многочленів від

двох змінних, що складається з диференціювань із нульовою дивергенцією, є

підалгеброю в алгебрі Лі Der(k[𝑥, 𝑦]) яка позначається

𝑠𝑎2(k) =

{︂
𝐷 = 𝑃

𝜕

𝜕𝑥
+𝑄

𝜕

𝜕𝑦
∈ Der(k[𝑥, 𝑦]) | div𝐷 :=

𝜕𝑃

𝜕𝑥
+
𝜕𝑄

𝜕𝑦
= 0

}︂
.

Аналогічне означення введемо для поля раціональних функцій від двох

змінних

Означення 2.0.15. Множина усіх диференціювань поля раціональних фун-

кцій від двох змінних, що складається з диференціювань із нульовою дивер-

генцією є підалгеброю в алгебрі Лі Der(k(𝑥, 𝑦)), яка позначається

̃︁𝑠𝑎2(k) =

{︂
𝐷 = 𝑃

𝜕

𝜕𝑥
+𝑄

𝜕

𝜕𝑦
∈ Der(k(𝑥, 𝑦)) | div𝐷 :=

𝜕𝑃

𝜕𝑥
+
𝜕𝑄

𝜕𝑦
= 0

}︂
.

Таким же способом визначається алгебра Лі 𝑠𝑎pow
2 (k), що є підалгеброю в

алгебрі Лі усіх диференціювань кільця k[[𝑥, 𝑦]] формальних степеневих рядів

від двох змінних, що складається з диференціювань із нульовою дивергенцією,

тобто

𝑠𝑎pow
2 (k) =

{︂
𝐷 = 𝑃

𝜕

𝜕𝑥
+𝑄

𝜕

𝜕𝑦
∈ k[[𝑥, 𝑦]] | div𝐷 :=

𝜕𝑃

𝜕𝑥
+
𝜕𝑄

𝜕𝑦
= 0

}︂
.



Розділ 3

Замкнені многочлени і раціональні

функції

В цьому розділі вивчаються замкнені многочлени і замкнені раціональні фун-

кції від кількох змінних над основним полем характеристики chark = 0. Вла-

стивості і будова цих математичних об’єктів є цікавими з огляду на їх багаточи-

сельні застосування в різних розділах алгебри, але в даній роботі основна увага

приділена тому, що замкнені многочлени (або раціональні функції) природнім

чином виникають як твірні ядер окремих диференціювань або сімейств дифе-

ренціювань кілець многочленів (або полів раціональних функцій) від кількох

змінних. Для раціональних функцій над полем нульової характеристики отри-

мано зручну достатню умову замкнутості (теорема 3.2.8). Крім того, питання

про замкненість раціональної функції зведено до питання про властивості пучка

гіперповерхонь, яке в багатьох випадках виявляється більш легким ніж питання

про замкненість раціональної функції (теорема 3.3.2).

3.1 Замкнені многочлени

Означення 3.1.1. Нехай 𝑓 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Тоді многочлен 𝑓 називається за-

мкненим, якщо підалгебра k[𝑓 ] цілозамкнена в k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛].
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Зручну характеризацію замкнених многочленів дає наступна добре відома

лема (див., наприклад, [43], Lemma 3.1.) З огляду на важливість цього резуль-

тату і його широке застосування наведемо також і його доведення.

Лема 3.1.1. Многочлен 𝑓 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] ∖ k є замкненим тоді і лише тоді,

коли підалгебра k[𝑓 ] є максимальним елементом в частково впорядкованій за

включенням множині

ℳ = {k[ℎ] | ℎ ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] ∖ k}.

Доведення. Нехай 𝑓 замкнений многочлен. Якщо k[𝑓 ] ⊆ k[ℎ] для деякого ℎ,

то тоді 𝑓 є многочленом від ℎ (𝑓 = 𝐹 (ℎ) для деякого 𝐹 (𝑡) ∈ k[𝑡]), отже ℎ

цілий над k[𝑓 ]. Оскільки за означенням замкненого многочлена підалгебра k[𝑓 ]

цілозамкнена в k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], робимо висновок, що ℎ належить k[𝑓 ]. Таким чи-

ном k[𝑓 ] = k[ℎ] і k[𝑓 ] є дійсно максимальним елементом множини ℳ.

Навпаки, нехай тепер k[𝑓 ] максимальний елемент в ℳ. Розгляньмо ціле за-

микання 𝐼 підалгебри k[𝑓 ] у k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Тоді dim 𝐼 = dimk[𝑓 ] = 1 і, оскільки,

кільця многочленів є нормальними кільцями, з башти цілих розширень 𝐼 ⊆
k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] ⊆ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) випливає, що 𝐼 цілозамкнене в k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), зокре-

ма є цілозамкненим у своєму полі часток, тобто є нормальним. Ми довели, що 𝐼

є дедекіндовим підкільцем в k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], отже за Теоремою 2.0.3 маємо 𝐼 = k[ℎ]

для деякого ℎ. Оскільки k[𝑓 ] ⊆ 𝐼 = k[ℎ] і за припущенням k[𝑓 ] максимальний

елемент в ℳ, отримуємо k[𝑓 ] = 𝐼 = k[ℎ], тобто підалгебра k[𝑓 ] цілозамкнена у

k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], а отже 𝑓 є замкненим многочленом.

Зауваження 3.1.2. Зауважимо, що k[𝑓 ] є максимальною однопородженою

підалгеброю у кільці многочленів k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] тоді й лише тоді, коли мно-

гочлен 𝑓 замкнений, тобто із рівності 𝑓 = 𝐹 (𝑔) для деяких многочленів

𝑔 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] ∖ k і 𝐹 (𝑡) ∈ k[𝑡] випливає deg𝐹 = 1.

Наступна лема дає достатньо великий клас прикладів замкнених много-

членів.
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Лема 3.1.3. Над алгебраїчно замкненим полем характеристики нуль довіль-

ний незвідний многочлен 𝑓 є замкненим.

Доведення. Припустімо, що 𝑓 незамкнений. Тоді 𝑓 = 𝐹 (ℎ) для деяких много-

членів

ℎ ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] i 𝐹 (𝑡) ∈ k[𝑡], deg𝐹 > 1.

Оскільки многочлен 𝐹 є звідним (як многочлен від однієї змінної над алгебра-

їчно замкненим полем), то 𝑓 є також звідним. Ми отримали протиріччя.

Приклад 3.1.4. Многочлен від двох змінних 𝑥𝑦 + 1 ∈ k[𝑥, 𝑦] незвідний, тому

замкнений, але оскільки для довільного замкненого многочлена 𝑓 многочлен

𝑓 + 𝜆, 𝜆 ∈ k є теж замкненим за означенням, отримуємо, зокрема, що мно-

гочлен 𝑥𝑦 замкнений.

Важливими прикладами замкнених многочленів є многочлени, які утворю-

ють пару Якобі. Нагадаємо, що два многочлени від двох змінних 𝑓, 𝑔 утворюють

пару Якобі, якщо [𝑓, 𝑔] = det 𝐽(𝑓, 𝑔) ∈ k*. Для зручності будемо називати такі

многочлени многочленами Якобі.

Лема 3.1.5. Нехай 𝑓 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] ∖ k многочлен Якобі, тоді многочлен 𝑓 є

замкненим.

Доведення. Припустімо, що многочлен 𝑓 не є замкненим. Тоді існує многочлен

від однієї змінної 𝐹 (𝑡) ∈ k[𝑡] степеня deg𝐹 > 1, такий що 𝑓 = 𝐹 (ℎ) для деякого

многочлена ℎ ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Оскільки 𝑓 многочлен Якобі, існує многочлен

𝑔 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] з [𝑓, 𝑔] = 𝑐 ∈ k*. Тоді, використовуючи Лему 2.0.17, маємо

[𝑓, 𝑔] = [𝐹 (ℎ), 𝑔] = 𝐹 ′(ℎ)[ℎ, 𝑔] = 𝑐.

Це неможливо, оскільки deg𝐹 ′ > 1, що й доводить лему.

Приклад 3.1.6. Многочлен від двох змінних 𝑥 + 𝑦2 ∈ k[𝑥, 𝑦] є многочленом

Якобі, оскільки [𝑥+ 𝑦2, 𝑦] = 1, тому він замкнений.
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Приклад 3.1.7. Зауважимо, що існують замкнені многочлени, які не є мно-

гочленами Якобі, тобто такі многочлени 𝑓 , для яких не існує многочлена

𝑔 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] із властивістю [𝑓, 𝑔] ∈ k*. Прикладом такого многочлена

від двох змінних є многочлен 𝑥𝑦, який, як було показано вище, є замкненим.

Припустимо, що існує многочлен від двох змінних 𝑔 такий, що

[𝑥𝑦, 𝑔] = 𝑦
𝜕𝑔

𝜕𝑦
− 𝑥

𝜕𝑔

𝜕𝑥
∈ k*.

Обчислюючи в точці 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, отримуємо 0 ∈ k*. Одержане протиріччя

показує хибність нашого припущення. Отже многочлен 𝑥𝑦 дійсно не є мно-

гочленом Якобі.

Означення 3.1.2. Нехай 𝑓, ℎ ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Многочлен ℎ називається поро-

джуючим для многочлена 𝑓 , якщо ℎ замкнений і якщо 𝑓 ∈ k[ℎ], тобто якщо

𝑓 = 𝐹 (ℎ) для деякого 𝐹 (𝑡) ∈ k[𝑡].

Лема 3.1.8. Для довільного многочлена 𝑓 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] ∖ k, існує породжую-

чий многочлен. Породжуючий многочлен визначений однозначно з точністю

до афінного перетворення, тобто якщо ℎ1, ℎ2 два породжуючих многочлени

многочлена 𝑓 , тоді існують константи 𝑐1 ∈ k*, 𝑐2 ∈ k, такі що ℎ2 = 𝑐1ℎ1+𝑐2;

Доведення. Оскільки із включення k[𝑓 ] ( k[𝑔] випливає, що deg 𝑔 < deg 𝑓 ,

то 𝑓 міститься в деякій максимальній однопородженій підалгебрі k[ℎ]. За Ле-

мою 3.1.1 ℎ породжуючий многочлен для 𝑓 . Припустімо, що ℎ1 і ℎ2 породжу-

ючі многочлени для 𝑓 . Це означає, зокрема, що 𝑓 ∈ k[ℎ1] і 𝑓 ∈ k[ℎ2]. То-

му 𝑓 = 𝐹1(ℎ1) і 𝑓 = 𝐹2(ℎ2) для деяких многочленів 𝐹1(𝑡), 𝐹2(𝑡) ∈ k[𝑡]. Тоді

𝐹1(ℎ1) − 𝐹2(ℎ2) = 0 і звідси отримуємо, що ℎ1 і ℎ2 алгебраїчно залежні. За

Лемою 2.0.14 маємо ℎ1 ∈ k[ℎ], ℎ2 ∈ k[ℎ] для деякого многочлена ℎ. Оскільки

тоді k[ℎ1] ⊆ k[ℎ] ⊇ k[ℎ2], то, використовуючи характеризацію замкнених мно-

гочленів, отримуємо k[ℎ1] = k[ℎ2], а отже і ℎ2 = 𝑐1ℎ1 + 𝑐2 для деяких 𝑐1 ∈ k*,
𝑐2 ∈ k.
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Наслідком з існування породжуючого многочлена є наступне уточнення Ле-

ми 2.0.14.

Лема 3.1.9. Якщо многочлени 𝑓, 𝑔 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] ∖ k алгебраїчно залежні,

то існує спільний для 𝑓 i 𝑔 породжуючий многочлен ℎ ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], тобто

такий ℎ, що 𝑓 ∈ k[ℎ] і 𝑔 ∈ k[ℎ]. Отже множини породжуючих многочленів

для 𝑓 і 𝑔 співпадають.

Доведення. За Лемою 2.0.14 існує многочлен ℎ0, такий що 𝑓 та 𝑔 містяться у

k[ℎ0]. За попередньою лемою існує породжуючий для ℎ0 многочлен ℎ. Отже

𝑓, 𝑔 ∈ k[ℎ0] ⊆ k[ℎ].

У випадку алгебраїчно замкненого поля k = k̄ замкнені многочлени можуть

бути охарактеризовані наступною теоремою (див. також Théorème 8, [4]).

Теорема 3.1.10 (Corollary 3.3.1, [54]). Нехай k = k̄ алгебраїчно замкнене поле,

тоді многочлен 𝑓 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] є замкненим тоді і лише тоді, коли 𝑓 − 𝜆 є

незвідним для усіх, крім можливо скінченного числа, 𝜆 ∈ k.

У випадку замкнених многочленів від двох змінних оцінки на кількість усіх

незвідних множників многочленів 𝑓−𝜆, 𝜆 ∈ k, можна знайти в роботах [59], [35],

та [38].

Наслідками з Теореми 3.1.10 є наступні твердження у випадку алгебраїчно

замкнених полів характеристики нуль.

Наслідок 3.1.11. Нехай поле k алгебраїчно замкнене, тоді для довільного

відмінного від константи многочлена 𝑓 існує незвідний породжуючий много-

член. Таким чином довільний многочлен 𝑓 можна подати у вигляді 𝑓 = 𝐹 (ℎ),

де 𝐹 (𝑡) ∈ k[𝑡] є многочлен від однієї змінної, і ℎ ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] — незвідний

многочлен.

Доведення. Дійсно, нехай ℎ породжуючий многочлен для 𝑓 . Оскільки ℎ замкне-

ний, то за Теоремою 3.1.10 існує така константа 𝜆 ∈ k, що ℎ − 𝜆 є незвідним



38

многочленом. Оскільки k[ℎ] = k[ℎ − 𝜆], то незвідний многочлен ℎ − 𝜆 теж є

породжуючим для 𝑓 многочленом. Лему доведено.

Наслідок 3.1.12. Нехай k алгебраїчно замкнене поле. Якщо многочлени від

𝑛 змінних 𝑓 і 𝑔 незвідні і алгебраїчно залежні, тоді 𝑓 = 𝑐1𝑔 + 𝑐2 для деяких

констант 𝑐1 ∈ k*, 𝑐2 ∈ k.

Доведення. Оскільки 𝑓 і 𝑔 алгебраїчно залежні, за Лемою 3.1.9 для 𝑓 і 𝑔 існує

спільний породжуючий многочлен ℎ. Незвідні многочлени 𝑓 і 𝑔 замкнені за Ле-

мою 3.1.3. Тому, користуючись характеризацією замкнених многочленів, отри-

муємо k[𝑓 ] = k[ℎ] = k[𝑔], а отже 𝑓 = 𝑐1𝑔 + 𝑐2 для деяких констант 𝑐1 ∈ k* та

𝑐2 ∈ k.

3.2 Замкнені раціональні функції

Означення 3.2.1. Степенем раціональної функції 𝑓
𝑔 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), де 𝑓 та

𝑔 взаємнопрості многочлени називається максимум степенів многочленів 𝑓

та 𝑔:

deg

(︂
𝑓

𝑔

)︂
:= max{deg 𝑓, deg 𝑔}.

Зауважимо, що степінь многочлена як раціональної функції співпадає із зви-

чайним степенем, тому наведене означення не призводить до двозначностей. В

наступній лемі наведено важливі властивості степеня раціональних функцій.

Ці властивості є цілком аналогічними до властивостей степеня многочленів, і їх

доведення зводиться до прямих підрахунків степенів чисельника і знаменника

раціональної функції.

Лема 3.2.1. 1) Нехай 𝜙 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) – раціональна функція від 𝑛 змінних.

Тоді deg(𝜙) = 0 тоді й лише тоді, коли 𝜙 ∈ k*.
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2) Якщо 𝜙 – раціональна функція від однієї змінної, тоді для довільної

раціональної функції 𝜓 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) має місце рівність

deg(𝜙 ∘ 𝜓) = deg𝜙 · deg𝜓,

зокрема для раціональної функції від однієї змінної deg𝜙 = 1 тоді й лише

тоді, коли 𝜙 є дробово-лінійним перетворенням, тобто

𝜙(𝑡) =
𝑎𝑡+ 𝑏

𝑐𝑡+ 𝑑
, 𝑎𝑑− 𝑐𝑏 ̸= 0.

Означення 3.2.2. Раціональна функція 𝜙 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∖ k називається за-

мкненою, якщо підполе k(𝜙) алгебраїчно замкнене в k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Як і в випадку замкнених многочленів маємо зручну характеризацію за-

мкнених раціональних функцій через максимальні однопороджені підполя в

k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Лема 3.2.2. Раціональна функція 𝜙 замкнена тоді і лише тоді, коли k(𝜙)

максимальний елемент у частково впорядкованій (за включенням) множині

однопороджених підполів k(𝜓) у k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), де 𝜓 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∖ k.

Доведення. Нехай раціональна функція 𝜙 замкнена. Припустимо, що k(𝜙)

міститься у k(𝜓) для деякої раціональної функції 𝜓 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Тоді 𝜙

є раціональною функцією від 𝜓, тобто

𝜙 =
𝑎𝑚𝜓

𝑚 + · · · + 𝑎0
𝑏𝑙𝜓𝑙 + · · · + 𝑏0

, 𝑎𝑖, 𝑏𝑗 ∈ k,

отже

(𝑏𝑙𝜓
𝑙 + · · · + 𝑏0)𝑓 = 𝑎𝑚𝜓

𝑚 + · · · + 𝑎0.

Останнє означає, що 𝜓 є алгебраїчним елементом над k(𝜙), і тому, за означенням

замкненої раціональної функції, ми маємо 𝜓 ∈ k(𝜙). Отже k(𝜙) максимальний

елемент у множині усіх однопороджених підполів поля k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).
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Якщо k(𝜙) максимальне однопороджене підполе поля раціональних функцій

k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), то тоді k(𝜙) алгебраїчно замкнене у k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Дійсно, якщо

раціональна функція 𝑓 алгебраїчна над k(𝜙), то тоді tr. degk(𝜙, 𝑓) = 1 і за Тео-

ремою Гордана (Теорема 2.0.4) k(𝜙, 𝑓) = k(𝜓) для деякої раціональної функції

𝜓. Але тоді з максимальності поля k(𝜙) випливає, що k(𝜓) = k(𝜙), а отже

𝑓 ∈ k(𝜙).

Зауваження 3.2.3. Відзначимо, що з властивостей степеня раціональних

функцій випливає, що k(𝜙) є максимальним однопородженим підполем в полі

раціональних функцій k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) тоді й лише тоді, коли раціональна фун-

кція 𝜙 нерозкладна, тобто із рівності 𝜙 = 𝐹 (𝜓) для деяких раціональних

функцій 𝜓 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∖ k і 𝐹 (𝑡) ∈ k(𝑡) випливає deg𝐹 = 1.

Наступна лема гарантує, що замкнені многочлени є замкненими як раціо-

нальні функції.

Лема 3.2.4. Нехай 𝑓 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] ∖ k. Тоді многочлен 𝑓 замкнений (тоб-

то розширення кілець k[𝑓 ] ⊆ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] є цілим) тоді і лише тоді, коли 𝑓

замкнений як раціональна функція.

Доведення. Доведення випливає з Леми 2.0.2, що є загальним фактом з

комутативної алгебри. Дійсно достатньо довести, що з цілості розширення

кілець k[𝑓 ] ⊆ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] випливає алгебраїчна замкненість підполя k(𝑓) ⊆
k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Але оскільки розширення k[𝑓 ] ⊆ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] ціле і кільце много-

членів k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] є нормальною областю цілісності, то за Лемою 2.0.2 маємо,

що розширення

k(𝑓) = 𝑄(k[𝑓 ]) ⊆ 𝑄(k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]) = k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

є також цілим.
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Зауваження 3.2.5. Відзначимо, що Якобієві раціональні функції, тобто такі

𝑓 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), для яких існує раціональна функція 𝑔 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) з умо-

вою [𝑓, 𝑔] ∈ k*, не є, взагалі кажучи, замкненими.

Доведення. Дійсно, розглянемо, наприклад, раціональні функції від двох змін-

них 𝑓 = 1
𝑥2 та 𝑔 = 𝑥3𝑦. Тоді

[𝑓, 𝑔] = [
1

𝑥2
, 𝑥3𝑦] = − 2

𝑥3
· 𝑥3 = −2 ̸= 0,

але 𝑓 = 1
𝑥2 = ( 1𝑥)2, очевидно, не є замкненою функцією за Лемою 3.2.2 і заува-

женням після неї.

Означення 3.2.3. Раціональна функція 𝜓 називається породжуючою для

раціональної функції 𝜓, якщо 𝜓 замкнена і 𝜓 ∈ k(𝜓).

Лема 3.2.6. Для довільної раціональної функції 𝜙 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∖ k існує

породжуюча функція 𝜙. Якщо 𝜙1 і 𝜙2 дві породжуючі раціональні функції для

𝜙, тоді k(𝜙1) = k(𝜙2) і 𝜙2 = 𝑎𝜙1+𝑏
𝑐𝜙1+𝑑

для деяких 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ k, що задовольняють

умову 𝑎𝑑− 𝑏𝑐 ̸= 0.

Доведення. Підполе k(𝜙) міститься у деякому максимальному однопороджено-

му підполі k(𝜙), яке за першою частиною даної леми є алгебраїчно замкненим

у k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Тому 𝜙 породжуюча раціональна функція для 𝜙.

Нехай 𝜙1 і 𝜙2 дві породжуючі функції для 𝜙. Тоді 𝜙1 та 𝜙2 є алгебраїчни-

ми елементами над полем k(𝜙), отже tr. degk k(𝜙, 𝜙1, 𝜙2) = 1. Зокрема, звідси

випливає, що функції 𝜙1 і 𝜙2 алгебраїчно залежні.

За Лемою 2.0.15 ми отримуємо, що 𝜙1 ∈ k(𝜓), 𝜙2 ∈ k(𝜓) для деякої

раціональної функції 𝜓. Оскільки обидві функції 𝜙1 та 𝜙2 замкнені, а отже

породжують максимальні однопороджені підполя у полі усіх раціональних фун-

кцій, маємо k(𝜙1) = k(𝜓) = k(𝜙2). Але оскільки існує таке дробово-раціональне

перетворення 𝜃 поля k(𝜓), що 𝜃(𝜙2) = 𝜙1, робимо висновок, що 𝜙2 = 𝑎𝜙1+𝑏
𝑐𝜙1+𝑑

для

деяких 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ k, 𝑎𝑑− 𝑏𝑐 ̸= 0.
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Із існування породжуючих раціональних функцій випливає наступне уточне-

ння Леми 2.0.15.

Лема 3.2.7. Нехай 𝜙 i 𝜓 алгебраїчно залежні раціональні функції від 𝑛

змінних. Тоді існує спільна для 𝜙 і 𝜓 породжуюча функція 𝜑 і, таким чи-

ном, множини породжуючих функцій для 𝜙 та 𝜓 співпадають.

Доведення. Дійсно, якщо 𝜙 і 𝜓 дві алгебраїчно залежні раціональні функції, то

за Лемою 2.0.15 існує 𝜑0 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), така що 𝜙 = 𝐹 (𝜑0) і 𝜓 = 𝐺(𝜑0) для

деяких раціональних функцій 𝐹 (𝑡), 𝐺(𝑡) ∈ k(𝑡). Розгляньмо породжуючу для 𝜑0
раціональну функцію 𝜑, що існує за Лемою 3.2.6. Тоді 𝜑 також є породжуючою

як для 𝜙, так і для 𝜓. За Лемою 3.2.6 множина генераторів підполя k(𝜑) є

множиною породжуючих функцій для 𝜙 і 𝜓.

Нагадаємо, що над алгебраїчно замкненим полем довільний незвідний мно-

гочлен є замкненим (див. Лему 3.1.3). Аналогом цього факту для раціональних

функцій є наступна теорема, що дає широкий клас прикладів замкнених

раціональних функцій.

Теорема 3.2.8. Нехай поле k = k̄ алгебраїчно замкнене. Нехай многочлени

𝑓, 𝑔 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] взаємно прості і алгебраїчно незалежні. Якщо хоча б один

з них незвідний, то раціональна функція 𝜙 = 𝑓
𝑔 замкнена.

Доведення. Без обмеження загальності припустимо, що многочлен 𝑓 незвідний.

За Лемою 3.2.6 існує породжуюча раціональна функція 𝜓 = 𝑝
𝑞 для 𝜙, де 𝑝 і 𝑞 вза-

ємнопрості многочлени. Тоді 𝜙 = 𝑃 (𝜓)
𝑄(𝜓) для деяких взаємнопростих многочленів

𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡) ∈ k[𝑡].

Нехай 𝑃 (𝑡) = 𝑎0(𝑡 − 𝜆1) . . . (𝑡 − 𝜆𝑚) і 𝑄(𝑡) = 𝑏0(𝑡 − 𝜇1) . . . (𝑡 − 𝜇𝑙), 𝜆𝑖, 𝜇𝑗 ∈ k
розклади 𝑃 (𝑡) і 𝑄(𝑡) на незвідні множники. Тоді

𝜙 =
𝑓

𝑔
=
𝑎0(

𝑝
𝑞 − 𝜆1) . . . (

𝑝
𝑞 − 𝜆𝑚)

𝑏0(
𝑝
𝑞 − 𝜇1) . . . (

𝑝
𝑞 − 𝜇𝑙)

=
𝑎0(𝑝− 𝜆1𝑞) . . . (𝑝− 𝜆𝑚𝑞)𝑞

𝑙−𝑚

𝑏0(𝑝− 𝜇1𝑞) . . . (𝑝− 𝜇𝑙𝑞)
,
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і ми отримуємо

𝑏0𝑓(𝑝− 𝜇1𝑞) . . . (𝑝− 𝜇𝑙𝑞) = 𝑎0𝑔(𝑝− 𝜆1𝑞) . . . (𝑝− 𝜆𝑚𝑞)𝑞
𝑙−𝑚. (3.1)

Оскільки 𝑝 і 𝑞 взаємнопрості, зрозуміло, що многочлен 𝑞 взаємнопростий

із многочленами вигляду 𝑝 + 𝛼𝑞, 𝛼 ∈ k. Більше того, зауважмо, що оскільки

𝜆𝑖 ̸= 𝜇𝑗, многочлени 𝑝 − 𝜆𝑖𝑞 та 𝑝 − 𝜇𝑗𝑞 є взаємнопростими для усіх 𝑖 = 1, 𝑙 та

𝑗 = 1,𝑚. Дійсно, довільний їх спільний дільник має ділити їх різницю 𝑝−𝜆𝑖𝑞−
(𝑝 − 𝜇𝑗𝑞) = (𝜇𝑗 − 𝜆𝑖)𝑞, отже ділить 𝑞, а значить і 𝑝. Але многочлени 𝑝 та 𝑞

взаємнопрості за припущенням. Отже многочлени 𝑝 − 𝜆𝑖𝑞 та 𝑝 − 𝜇𝑗𝑞 можуть

мати лише тривіальні спільні дільники.

Зауважимо також, що 𝑝 − 𝛽𝑞 ̸∈ k. Дійсно, якщо 𝑝 − 𝛽𝑞 = 𝜉 ∈ k для деяких

𝛽, 𝜉 ∈ k, тоді 𝑝 = 𝜉 + 𝛽𝑞 і

𝜙 =
𝑓

𝑔
=
𝑎0(𝜉 + (𝛽 − 𝜆1)𝑞) . . . (𝜉 + (𝛽 − 𝜆𝑚)𝑞)𝑞𝑙−𝑚

𝑏0(𝜉 + (𝛽 − 𝜇1𝑞) . . . (𝜉 + (𝛽 − 𝜇𝑙)𝑞)
,

звідки випливає, що 𝑓 та 𝑔 містяться у k[𝑞], а значить є алгебраїчно залежними,

що протирічить нашим припущенням.

Отже з (3.1) робимо висновок, що 𝑓 ділиться на усі многочлени (𝑝 − 𝜆𝑖𝑞).

Оскільки 𝑓 незвідний, приймаючи до уваги сказане вище, отримуємо, що 𝑚 = 1

і 𝑓 = 𝑎(𝑝− 𝜆1𝑞), 𝑎 ∈ k*. Тому із (3.1) одержуємо

𝑏0𝑎(𝑝− 𝜆1𝑞)(𝑝− 𝜇1𝑞) . . . (𝑝− 𝜇𝑙𝑞) = 𝑎0𝑔(𝑝− 𝜆1𝑞)𝑞
𝑙−1

і після скорочення

𝑏0𝑎(𝑝− 𝜇1𝑞) . . . (𝑝− 𝜇𝑙𝑞) = 𝑎0𝑔𝑞
𝑙−1.

Оскільки многочлен 𝑞 взаємнопростий із многочленами (𝑝 − 𝜇𝑗𝑞), маємо 𝑙 = 1

і зрештою 𝑎0𝑔 = 𝑏0𝑎(𝑝− 𝜇1𝑞). Таким чином отримуємо

𝜙 =
𝑓

𝑔
=
𝑎0(𝑝− 𝜆1𝑞)

𝑏0(𝑝− 𝜇1𝑞)
=
𝑎0(

𝑝
𝑞 − 𝜆1)

𝑏0(
𝑝
𝑞 − 𝜇1)

=
𝑎0(𝜓 − 𝜆1)

𝑏0(𝜓 − 𝜇1)
,
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звідки випливає, що k(𝜙) = k(𝜓). Це означає, що 𝜙 замкнена раціональна фун-

кція.

Приклад 3.2.9. Нехай 𝑓 ∈ k[𝑥] довільний незвідний многочлен від однієї

змінної 𝑥. Нехай 𝑔 ∈ k[𝑦] довільний многочлен від однієї змінної 𝑦. Тоді 𝑓
𝑔

замкнена раціональна функція за Теоремою 3.2.8.

3.3 Раціональні функції і пучки гіперповерхонь

В цьому підрозділі дається характеризація замкнених раціональних функцій

в термінах пучків гіперповерхонь. У доведенні Теореми 3.3.2 використовується

підхід із статті J.M.Ollagnier [46] пов’язаний з многочленами Дарбу. Нагадаємо

деякі поняття і термінологію (див. також [41], стор. 22-24).

Для раціональної функції 𝜙 = 𝑓
𝑔 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∖ k визначимо відображення

𝛿𝜙 = 𝑔𝑑𝑓 − 𝑓𝑑𝑔 : k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] → Λ2k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]

за правилом

𝛿𝜙(ℎ) = 𝑑ℎ ∧ (𝑔𝑑𝑓 − 𝑓𝑑𝑔). (3.2)

Коефіцієнти 2−форми 𝑑ℎ ∧ (𝑔𝑑𝑓 − 𝑓𝑑𝑔) є диференціюваннями кільця много-

членів k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] (насправді, образами ℎ під дією цих диференціювань). Тому

можемо розглядати 𝛿𝜙 у якості (векторного) диференціювання (див. Означен-

ня 2.0.9).

Нагадаємо (див. Означення 2.0.10), що многочлен ℎ називається многочле-

ном Дарбу диференціювання 𝛿𝜙 якщо усі коефіцієнти 2−форми 𝑑ℎ∧(𝑔𝑑𝑓−𝑓𝑑𝑔)

діляться на многочлен ℎ, іншими словами, 𝑑ℎ ∧ (𝑔𝑑𝑓 − 𝑓𝑑𝑔) = ℎ · 𝜆 для деякої

2−форми 𝜆, яка називається комножником диференціювання 𝛿𝜙.

Лема 3.3.1. Для довільних 𝛼, 𝛽 ∈ k многочлен 𝛼𝑓 + 𝛽𝑔 є многочленом Дарбу

диференціювання 𝛿𝜙, зокрема кожен дільник многочлена 𝛼𝑓 + 𝛽𝑔 є многочле-

ном Дарбу диференціювання 𝛿𝜙 = 𝑔𝑑𝑓 − 𝑓𝑑𝑔.
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Доведення. Випливає із наступної рівності

𝑑(𝛼𝑓 + 𝛽𝑔) ∧ (𝑔𝑑𝑓 − 𝑓𝑑𝑔) = −(𝛼𝑓 + 𝛽𝑔)𝑑𝑓 ∧ 𝑑𝑔
і із Леми 2.0.6, де відзначено, що дільник многочлена Дарбу є також много-

членом Дарбу.

Теорема 3.3.2. Нехай многочлени 𝑓, 𝑔 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] взаємно прості і хоча б

один з них не є сталим многочленом. Тоді раціональна функція 𝜙 = 𝑓
𝑔 замкне-

на тоді і лише тоді, коли у пучку гіперповерхонь 𝛼𝑓 + 𝛽𝑔 усі, крім можливо

скінченного числа, гіперповерхні є незвідними.

Доведення. Нехай 𝜙 = 𝑓
𝑔 замкнена раціональна функція. Припустимо, що пу-

чок гіперповерхонь 𝛼𝑓 +𝛽𝑔 містить нескінченно багато звідних гіперповерхонь.

Нехай

{𝛼𝑖𝑓 + 𝛽𝑖𝑔}𝑖∈N, (𝛼𝑖 : 𝛽𝑖) ̸= (𝛼𝑗 : 𝛽𝑗)

для 𝑖 ̸= 𝑗 (як точки проективного простору P1), це нескінченна послідовність

різних звідних гіперповерхонь. Для кожного 𝑖 зафіксуємо незвідний множник

ℎ𝑖 многочлену 𝛼𝑖𝑓 + 𝛽𝑖𝑔.

За Лемою 3.3.1 усі многочлени ℎ𝑖 є многочленами Дарбу для диференцію-

вання 𝛿𝜙, причому deg ℎ𝑖 < deg𝜙 =: 𝑘. За Теоремою 2.0.7 існує лише скінченна

кількість комножників 𝛿𝜙, які відповідають многочлену Дарбу ℎ𝑖 (зауважмо,

що степені многочленів ℎ𝑖 обмежені). Тому існують многочлени ℎ𝑖 та ℎ𝑗 такі,

що 𝛿𝜙(ℎ𝑖) = 𝜆ℎ𝑖 та 𝛿𝜙(ℎ𝑗) = 𝜆ℎ𝑗 для деякого комножника 𝜆 ∈
⋀︀2 k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛].

Звідси випливає, що 𝛿𝜙(ℎ𝑖ℎ𝑗 ) = 0 і тому, враховуючи (3.2), ми отримуємо

𝑑(
ℎ𝑖
ℎ𝑗

) ∧ 𝑑(
𝑓

𝑔
) =

1

𝑔2
𝛿𝜙(

ℎ𝑖
ℎ𝑗

) = 0.

За Лемою 2.0.15, раціональні функції 𝜙 = 𝑓
𝑔 та ℎ𝑖

ℎ𝑗
алгебраїчно залежні. Оскільки

𝜙 замкнена, то ℎ𝑖
ℎ𝑗

= 𝐹 (𝜙) для деякої раціональної функції від однієї змінної

𝐹 (𝑡) ∈ k(𝑡), і тому deg ℎ𝑖
ℎ𝑗

= deg𝐹 deg𝜙 (див. Лему 3.2.1). Але це неможливо, бо
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deg ℎ𝑖
ℎ𝑗
< deg𝜙. Отже, отримане протиріччя доводить, що усі, крім, можливо,

скінченного числа, гіперповерхні в 𝛼𝑓 + 𝛽𝑔 є незвідними.

Нехай тепер 𝛼0𝑓+𝛽0𝑔 незвідна гіперповерхня з пучка гіперповерхонь 𝛼𝑓+𝛽𝑔.

Розгляньмо спочатку випадок, коли 𝑓 та 𝑔 алгебраїчно незалежні. Без обмеже-

ння загальності припустимо, що 𝛼0 ̸= 0. Тоді многочлени 𝛼0𝑓 + 𝛽0𝑔 та 𝑔 ал-

гебраїчно незалежні також. (Якщо 𝛼0 = 0, то тоді 𝛽0 ̸= 0 і многочлени 𝑓 та

𝛼0𝑓 + 𝛽0𝑔 є алгебраїчно незалежними). Отже, оскільки 𝛼0𝑓 + 𝛽0𝑔 і 𝑔 взаємно-

прості, за Теоремою 3.2.8 раціональна функція 𝜓 = 𝛼0𝑓+𝛽0𝑔
𝑔 замкнена. Оскільки

𝜙 = 𝑓
𝑔 = 𝛼−1

0 (𝜓 − 𝛽0), то раціональна функція 𝜙 теж замкнена.

Залишається розглянути випадок, коли многочлени 𝑓 та 𝑔 алгебраїчно зале-

жні. У цьому випадку, за Лемою 3.1.9, 𝑓 = 𝐹 (ℎ) і 𝑔 = 𝐺(ℎ) для спільного поро-

джуючого многочлена ℎ і многочленів 𝐹 (𝑡), 𝐺(𝑡) ∈ k[𝑡]. Нехай (1 : 𝛽1) ̸= (1 : 𝛽2)

дві точки у P1, такі що многочлен 𝑓 + 𝛽𝑖𝑔 незвідний для 𝑖 ∈ {1, 2}. Отже

𝑓 + 𝛽𝑖𝑔 = 𝐹 (ℎ) + 𝛽𝑖𝐺(ℎ) незвідний для 𝑖 ∈ {1, 2}. Зокрема, це означає, що

deg(𝐹 (𝑡) + 𝛽𝑖𝐺(𝑡)) = 1, тобто

𝐹 (𝑡) + 𝛽𝑖𝐺(𝑡) = 𝑎𝑖𝑡+ 𝑏𝑖, 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ∈ k, 𝑎𝑖 ̸= 0.

Оскільки 𝛽1 ̸= 𝛽2, робимо висновок, що 𝐹 (𝑡) = 𝑎𝑡+ 𝑏 і 𝐺(𝑡) = 𝑐𝑡+ 𝑑 для деяких

𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ k, і тому 𝜙 = 𝑓
𝑔 = 𝑎ℎ+𝑏

𝑐ℎ+𝑑 . Оскільки щонайменше один з многочленів

𝑓 і 𝑔 відмінний від константи, і оскільки многочлени 𝑓 та 𝑔 взаємнопрості,

отримуємо, що k(𝜙) = k(ℎ). Із замкненості многочлена ℎ (k(ℎ) алгебраїчно

замкнене підполе у полі k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)) випливає, що 𝜙 = 𝑓
𝑔 замкнена раціональна

функція.

Зауваження 3.3.3. Відзначимо, що з доведення Теореми 3.3.2 випливає, що

функція 𝜙 = 𝑓
𝑔 замкнена, якщо у пучку гіперповерхонь 𝛼𝑓 + 𝛽𝑔 є щонаймен-

ше дві різні незвідні гіперповерхні. Однієї незвідної гіперповерхні достатньо,

якщо многочлени 𝑓 та 𝑔 алгебраїчно незалежні.
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Зауваження 3.3.4. З Теореми 3.3.2 випливає також слабка версія (ми не

наводимо оцінки на кількість) наступного результату В. Рупперта (див. [53],

Satz 6, а також [59] та [35]).

Якщо 𝑓 та 𝑔 алгебраїчно незалежні многочлени і пучок гіперповерхонь 𝛼𝑓+

𝛽𝑔 містить щонайменше одну незвідну гіперповерхню, тоді усі, за винятком,

можливо, скінченного числа, гіперповерхні в 𝛼𝑓 + 𝛽𝑔 є незвідними.

Зауваження 3.3.5. Нехай 𝑓 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] многочлен відмінний від констан-

ти, тоді 𝑓 за Теоремою 3.3.2 і Лемою 3.2.4 замкнений тоді і лише тоді, коли

многочлен 𝑓 + 𝜆 незвідний для усіх, крім, можливо, скінченного числа, 𝜆 ∈ k.

Цей результат є добре відомим, див. Теорему 3.1.10. Його можна довести

використовуючи теорему Бертіні, див. [54], Theorem 3.3.37, стор. 217.

Наслідок 3.3.6. Нехай 𝑓, 𝑔 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] два алгебраїчно незалежні, взаємно

прості многочлени, причому щонайменше один з них незвідний. Тоді много-

член 𝑓 + 𝜆𝑔 незвідний для усіх, крім, можливо, скінченного числа 𝜆 ∈ k.

Доведення. За Теоремою 3.2.8 раціональна функція 𝑓
𝑔 замкнена. Тому, за Теоре-

мою 3.3.2, 𝑓+𝜆𝑔 незвідний для усіх, крім, можливо, скінченного числа 𝜆 ∈ k.

У випадку алгебраїчно замкненого поля характеристики нуль довільний мно-

гочлен 𝑓 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] ∖ k можна записати у вигляді 𝑓 = 𝐹 (ℎ) для де-

якого многочлена 𝐹 (𝑡) ∈ k[𝑡] і незвідного многочлена ℎ ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] (див.

Наслідок 3.1.11). Аналогічне твердження має місце і для раціональний фун-

кцій.

Наслідок 3.3.7. Раціональна функція 𝑓
𝑔 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∖ k може бути запи-

сана у вигляді 𝑓
𝑔 = 𝐹 (𝑝𝑞 ), для деякої раціональної функції 𝐹 (𝑡) ∈ k(𝑡) і деяких

незвідних многочленів 𝑝 та 𝑞.
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Доведення. Нехай 𝑝1
𝑞1

породжуюча раціональна функція для 𝑓
𝑔 . Оскільки 𝑝1

𝑞1
за-

мкнена, за Теоремою 3.3.2 пучок гіперповерхонь 𝛼𝑝1 + 𝛽𝑞1 містить дві різні

незвідні гіперповерхні 𝑝 = 𝛼1𝑝1 + 𝛽1𝑞1 і 𝑞 = 𝛼2𝑝1 + 𝛽2𝑞1, тобто (𝛼1 : 𝛽1) ̸=
(𝛼2 : 𝛽2). Остання умова означає 𝛼1𝛽2 − 𝛼2𝛽1 ̸= 0, тобто визначник матриці(︁
𝛼1 𝛽1
𝛼2 𝛽2

)︁
відмінний від нуля. Оскільки ( 𝑝𝑞 ) =

(︁
𝛼1 𝛽1
𝛼2 𝛽2

)︁
( 𝑝1𝑞1 ), обертаючи матрицю(︁

𝛼1 𝛽1
𝛼2 𝛽2

)︁
отримаємо ( 𝑝1𝑞1 ) =

(︁
𝛼′
1 𝛽

′
1

𝛼′
2 𝛽

′
2

)︁
( 𝑝𝑞 ) для деяких 𝛼′

1, 𝛼′
2, 𝛽′

1 та 𝛽′
2. Отже пучки

гіперповерхонь 𝛼𝑝+𝛽𝑞 та 𝛼𝑝1 +𝛽𝑞1 рівні, і оскільки у пучку 𝛼𝑝1 +𝛽𝑞1 усі, крім,

можливо, скінченного числа, гіперповерхні незвідні, за Теоремою 3.3.2 робимо

висновок, що 𝑝
𝑞 замкнена раціональна функція, а також

𝑝1
𝑞1

=
𝛼′
1𝑝+ 𝛽′

1𝑞

𝛼′
2𝑝+ 𝛽′

2𝑞
=
𝛼′
1 ·

𝑝
𝑞 + 𝛽′

1

𝛼′
2 ·

𝑝
𝑞 + 𝛽′

2

,

тобто 𝑝1
𝑞1

міститься у k(𝑝𝑞 ) і, значить, 𝑓
𝑔 ∈ k(𝑝1𝑞1 ) ⊆ k(𝑝𝑞 ). Останнє означає, що 𝑝

𝑞

є породжуючою функцією для 𝑓
𝑔 . Ми довели, що чисельник і знаменник поро-

джуючої функції завжди можна обрати незвідними многочленами.

Зауваження 3.3.8. В умовах Наслідку 3.3.7 многочлени 𝑝 і 𝑞 можна вибрати

так, щоб вони мали однаковий степінь.

Доведення. Якщо степінь одного з многочленів 𝑝1 та 𝑞1 більше за степінь іншого,

скажімо, deg 𝑝1 > deg 𝑞1, то бажаного результату можна досягнути обираючи

коефіцієнти 𝛼1 та 𝛼2 відмінними від нуля, іншими словами, покладаючи 𝑝 = 𝑝1+

𝛽1𝑞1 та 𝑞 = 𝑝1 + 𝛽2𝑞2. Дійсно, усі многочлени вигляду 𝑝1 + 𝛽𝑞1 (а їх нескінченна

кількість) мають однаковий степінь і у цьому випадку deg 𝑝 = deg 𝑝1 = deg 𝑞.

Якщо ж степені многочленів 𝑝1 та 𝑞1 рівні, то тоді в пучку гіперповерхонь

𝛼𝑝1 + 𝛽𝑞1 щонайбільше один (з точністю до множення на відмінну від нуля

константу, тобто щонайбільше для однієї точки (𝛼 : 𝛽)) многочлен має степінь

менший від степеня многочленів 𝑝1 та 𝑞1, степені ж усіх інших многочленів рівні

і співпадають із степенем 𝑝1 та 𝑞1. Тому ми можемо серед нескінченного числа

таких многочленів обрати два незвідних.
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Наслідок 3.3.9. Нехай k ⊆ 𝐿 ⊆ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) алгебраїчно замкнене підполе у

полі раціональних функцій k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Тоді можна обрати твірні 𝐿 вигляду
𝑝1
𝑞1
, . . . , 𝑝𝑚𝑞𝑚 , де 𝑝𝑖 і 𝑞𝑖 незвідні многочлени.

Доведення. Нехай 𝑓1, . . . , 𝑓𝑚 деякі твірні підполя 𝐿. За Наслідком 3.3.7 запи-

шемо 𝑓𝑖 = 𝐹𝑖(
𝑝𝑖
𝑞𝑖

), де 𝐹𝑖(𝑡) ∈ k(𝑡), і 𝑝𝑖 та 𝑞𝑖 є незвідними многочленами для

усіх 𝑖 = 1,𝑚. Отже раціональні функції 𝑝𝑖
𝑞𝑖

є алгебраїчними елементами над 𝐿.

Оскільки підполе 𝐿 алгебраїчно замкнене, то 𝑝𝑖
𝑞𝑖
∈ 𝐿 і тому

𝐿 = k(𝑓1, . . . , 𝑓𝑚) = k(
𝑝1
𝑞1
, . . . ,

𝑝𝑚
𝑞𝑚

).

Теорема 3.3.10. Нехай многочлени 𝑓, 𝑔 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] взаємнопрості і алге-

браїчно незалежні. Тоді раціональна функція 𝑓/𝑔 не є замкненою тоді і лише

тоді, коли існують алгебраїчно незалежні незвідні многочлени 𝑝 і 𝑞 і нату-

ральне число 𝑘 > 2 такі, що

𝑓 = (𝛼1𝑝+ 𝛽1𝑞) . . . (𝛼𝑘𝑝+ 𝛽𝑘𝑞) та 𝑔 = (𝛾1𝑝+ 𝛿1𝑞) . . . (𝛾𝑘𝑝+ 𝛿𝑘𝑞)

для деяких (𝛼𝑖 : 𝛽𝑖), (𝛾𝑗 : 𝛿𝑗) ∈ P1, із (𝛼𝑖 : 𝛽𝑖) ̸= (𝛾𝑗 : 𝛿𝑗), 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑘.

Доведення. Припустімо, що 𝑓
𝑔 незамкнена раціональна функція. Розгляньмо її

породжуючу функцію 𝑝
𝑞 з незвідними многочленами 𝑝 та 𝑞. Це можливо за

Наслідком 3.3.7. Тоді 𝑓
𝑔 = 𝐹 (𝑝𝑞 ) для деякої раціональної функції 𝐹 (𝑡) ∈ k(𝑡) з

deg𝐹 (𝑡) = 𝑘 > 2. Зауважмо, що многочлени 𝑝 та 𝑞 алгебраїчно незалежні, в

протилежному випадку многочлени 𝑓 та 𝑔 були б алгебраїчно залежними, що

суперечило б нашим припущенням. Запишемо

𝐹 (𝑡) =
𝑎0(𝑡− 𝜆1) . . . (𝑡− 𝜆𝑠)

𝑏0(𝑡− 𝜇1) . . . (𝑡− 𝜇𝑟)

з 𝜆𝑖 ̸= 𝜇𝑗, тобто із взаємнопростими числівником і знаменником. Зрозуміло, що

𝑘 = deg𝐹 (𝑡) = max{𝑠, 𝑟}. Після підстановки замість 𝑡 раціональної функції 𝑝
𝑞
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отримуємо
𝑓

𝑔
=
𝑎0(𝑝− 𝜆1𝑞) . . . (𝑝− 𝜆𝑠𝑞)𝑞

𝑟−𝑠

𝑏0(𝑝− 𝜇1𝑞) . . . (𝑝− 𝜇𝑟𝑞)
.

Покладемо (𝛼𝑖 : 𝛽𝑖) = (1 : −𝜆𝑖) для 𝑖 = 1, 𝑠, (𝛾𝑗 : 𝛿𝑗) = (1 : −𝜇𝑗) для 𝑗 = 1, 𝑟.

Якщо 𝑟 6 𝑠, то покладімо (𝛾𝑗 : 𝛿𝑗) = (0 : 1) для 𝑗 = 𝑟 + 1, . . . , 𝑠. Якщо ж 𝑟 > 𝑠,

то нехай (𝛼𝑖 : 𝛽𝑖) = (0 : 1) для 𝑖 = 𝑠+ 1, . . . , 𝑟. Ми отримали

𝑓

𝑔
=
𝑎0(𝛼1𝑝+ 𝛽1𝑞) . . . (𝛼𝑘𝑝+ 𝛽𝑘𝑞)

𝑏0(𝛾1𝑝+ 𝛿1𝑞) . . . (𝛾𝑘𝑝+ 𝛿𝑘𝑞)
,

що означає, що, із точністю до множення на відмінну від нуля константу, 𝑓 =

(𝛼1𝑝+ 𝛽1𝑞) . . . (𝛼𝑘𝑝+ 𝛽𝑘𝑞) та 𝑔 = (𝛾1𝑝+ 𝛿1𝑞) . . . (𝛾𝑘𝑝+ 𝛿𝑘𝑞).

Нехай тепер 𝑓 та 𝑔 мають вигляд, як вказано в умовах теореми. Ми покаже-

мо, що раціональна функція 𝑓
𝑔 незамкнена. Оскільки 𝑓 = (𝛼1𝑝+ 𝛽1𝑞) . . . (𝛼𝑘𝑝+

𝛽𝑘𝑞) та 𝑔 = (𝛾1𝑝+ 𝛿1𝑞) . . . (𝛾𝑘𝑝+ 𝛿𝑘𝑞), маємо

𝑓

𝑔
=

(𝛼1𝑝+ 𝛽1𝑞) . . . (𝛼𝑘𝑝+ 𝛽𝑘𝑞)

(𝛾1𝑝+ 𝛿1𝑞) . . . (𝛾𝑘𝑝+ 𝛿𝑘𝑞)
=

(𝛼1
𝑝
𝑞 + 𝛽1) . . . (𝛼𝑘

𝑝
𝑞 + 𝛽𝑘)

(𝛾1
𝑝
𝑞 + 𝛿1) . . . (𝛾𝑘

𝑝
𝑞 + 𝛿𝑘)

,

тобто 𝑓
𝑔 = 𝐹 (𝑝𝑞 ) для раціональної функції 𝐹 (𝑡) = (𝛼1𝑡+𝛽1)...(𝛼𝑘𝑡+𝛽𝑘)

(𝛾1𝑡+𝛿1)...(𝛾𝑘𝑡+𝛿𝑘)
. Оскільки

(𝛼𝑖 : 𝛽𝑖) ̸= (𝛾𝑗 : 𝛿𝑗), 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑘, одержуємо, що deg𝐹 (𝑡) > 2, звідки випливає, що
𝑓
𝑔 незамкнена

Приклад 3.3.11. Нехай 𝑝 та 𝑞 незвідні алгебраїчно незалежні многочлени з

k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], 𝑛 > 2. Тоді 𝜙 = 𝑝𝑙

𝑞𝑚 замкнена раціональна функція для взаємно-

простих 𝑙 і 𝑚.

Дійсно, припустимо обернене. Тоді за Теоремою 3.3.10 існують незвідні мно-

гочлени 𝑝1 та 𝑞1, натуральне число 𝑘 > 2 такі, що

𝑝𝑙

𝑞𝑚
=

(𝛼1𝑝1 + 𝛽1𝑞1) . . . (𝛼𝑘𝑝1 + 𝛽𝑘𝑞1)

(𝛾1𝑝1 + 𝛿1𝑞1) . . . (𝛾𝑘𝑝1 + 𝛿𝑘𝑞1)
, (𝛼𝑖 : 𝛽𝑖) ̸= (𝛾𝑗 : 𝛿𝑗), 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑘.

Оскільки 𝛼𝑖𝑝1 + 𝛽𝑖𝑞1 та 𝛾𝑗𝑝1 + 𝛿𝑗𝑞1 взаємнопрості для усіх 𝑖 та 𝑗, маємо, що

𝑝𝑙 = (𝛼1𝑝1 + 𝛽1𝑞1) . . . (𝛼𝑘𝑝1 + 𝛽𝑘𝑞1)
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та 𝑞𝑚 = (𝛾1𝑝1 + 𝛿1𝑞1) . . . (𝛾𝑘𝑝1 + 𝛿𝑘𝑞1). Оскільки 𝑝 і 𝑞 алгебраїчно незалежні,

як і у доведенні Теореми 3.2.8 ми робимо висновок, що 𝛼𝑝1 + 𝛽𝑞1 ̸∈ k для усіх

(𝛼 : 𝛽) ∈ P1. Отже, (𝛼1 : 𝛽1) = · · · = (𝛼𝑘 : 𝛽𝑘), (𝛾1 : 𝛿1) = · · · = (𝛾𝑘 : 𝛿𝑘), та

𝑝𝑙 = 𝑎0(𝛼1𝑝1 + 𝛽1𝑞1)
𝑘, 𝑞𝑚 = 𝑏0(𝛾1𝑝1 + 𝛿1𝑞1)

𝑘.

Оскільки многочлени 𝑝 та 𝑞 незвідні, робимо висновок, що, з точністю до мно-

ження на відміну від нуля константу, 𝛼1𝑝1 + 𝛽1𝑞1 = 𝑝𝑙
′ і 𝛾1𝑝1 + 𝛿1𝑞1 = 𝑞𝑚

′, тобто

𝑘 > 2 ділить як 𝑙, так і𝑚. Це неможливо , бо 𝑙 та𝑚 взаємнопрості. Ми отримали

протиріччя, що доводить, що 𝑝𝑙

𝑞𝑚 замкнена раціональна функція.

3.4 Добутки незвідних многочленів

Теорема 3.4.1. Нехай 𝑝1, . . . , 𝑝𝑘 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] незвідні алгебраїчно незалежні

многочлени. Якщо gcd(𝑚1,𝑚2, . . .𝑚𝑘) = 1, тоді многочлен

𝑝𝑚1
1 𝑝𝑚2

2 . . . 𝑝𝑚𝑘

𝑘 + 𝜆

незвідний для усіх, крім, можливо, скінченного числа, 𝜆 ∈ k.

Доведення. Ми покажемо спочатку, що многочлен 𝑝𝑚1
1 𝑝𝑚2

2 . . . 𝑝𝑚𝑘

𝑘 замкнений.

Припустімо, що це не так, й нехай 𝑝𝑚1
1 𝑝𝑚2

2 . . . 𝑝𝑚𝑘

𝑘 = 𝐹 (ℎ) для деякого замкнено-

го многочлена ℎ і многочлена від однієї змінної 𝐹 (𝑡) ∈ k[𝑡], deg𝐹 (𝑡) > 2. Нехай

𝐹 (𝑡) = 𝛼(𝑡−𝜇1) . . . (𝑡−𝜇𝑠) розклад многочлена 𝐹 (𝑡) на незвідні множники. Тоді

𝑝𝑚1
1 𝑝𝑚2

2 . . . 𝑝𝑚𝑘

𝑘 = 𝛼(ℎ− 𝜇1) . . . (ℎ− 𝜇𝑠), 𝜇 ∈ k, 𝛼 ∈ k*.

Оскільки многочлени ℎ−𝜇𝑖 замкнені, і оскільки ми припустили, що многочлен

𝑝𝑚1
1 𝑝𝑚2

2 . . . 𝑝𝑚𝑘

𝑘 незамкнений, отримуємо, що 𝑠 > 2. Припустімо, що існує 𝜇𝑖 ̸= 𝜇𝑗,

без обмеження загальності припускаємо 𝜇1 ̸= 𝜇2. Оскільки усі многочлени 𝑝𝑖

незвідні, робимо висновок, що ℎ− 𝜇1 = 𝛼1𝑝
𝑠1
𝑖1
. . . 𝑝𝑠𝑚𝑖𝑚 та ℎ− 𝜇2 = 𝛼2𝑝

𝑡1
𝑗1
. . . 𝑝𝑡𝑟𝑗𝑟 для

𝑝𝑖1, . . . , 𝑝𝑖𝑚, 𝑝𝑗1, . . . , 𝑝𝑗𝑟 ∈ {𝑝1, . . . , 𝑝𝑘}. Оскільки 𝜇1 ̸= 𝜇2, многочлени ℎ − 𝜇1 та
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ℎ− 𝜇2 взаємнопрості. Тому множини {𝑝𝑖1, . . . , 𝑝𝑖𝑚} та {𝑝𝑗1, . . . , 𝑝𝑗𝑟} диз’юнктні.

Із (ℎ− 𝜇1) − (ℎ− 𝜇2) + (𝜇1 − 𝜇2) = 0 випливає

𝛼1𝑝
𝑠1
𝑖1
. . . 𝑝𝑠𝑚𝑖𝑚 − 𝛼2𝑝

𝑡1
𝑗1
. . . 𝑝𝑡𝑟𝑗𝑟 + (𝜇1 − 𝜇2) = 0,

що означає, що множина {𝑝1, . . . , 𝑝𝑘} алгебраїчно залежна. Ми отримали про-

тиріччя. Отже 𝜇1 = · · · = 𝜇𝑠 і 𝑝𝑚1
1 . . . 𝑝𝑚𝑘

𝑘 = 𝛼(ℎ − 𝜇1)
𝑠, 𝑠 > 2. З одно-

значності розкладу многочлена 𝑝𝑚1
1 . . . 𝑝𝑚𝑘

𝑘 на незвідні множники випливає,

що 𝑠|𝑚1, . . . , 𝑠|𝑚𝑘, але це неможливо з огляду на наші обмеження на числа

𝑚1, . . . ,𝑚𝑘. Це протиріччя доводить, що многочлен 𝑝𝑚1
1 . . . 𝑝𝑚𝑘

𝑘 замкнений. За

Зауваженням 3.3.5 многочлен 𝑝𝑚1
1 . . . 𝑝𝑚𝑘

𝑘 +𝜆 незвідний для усіх, крім, можливо,

скінченного числа, 𝜆 ∈ k.

Висновки до розділу 3

У цьому розділі досліджуються замкнені многочлени і раціональні функції.

Підрозділ 3.1 присвячено замкненим многочленам, в ньому означено замкнені

многочлени, зібрано деякі відомі результати про замкнені многочлени а також

зібрано і доведено важливі допоміжні твердження, що використовуватимуться

у подальшому викладі, зокрема для опису централізаторів елементів та макси-

мальних абелевих підалгебр в розділі 4. Це, зокрема, Лема 3.1.8 про існування

породжуючих многочленів, та про їх єдиність з точністю до афінного перетво-

рення.

Підрозділ 3.2 присвячено замкненим раціональним функціям. В цьому під-

розділі також доведено необхідні допоміжні твердження, важливі для подаль-

шого викладу, зокрема, це Лема 3.2.6 про існування породжуючих раціональних

функцій. Основними у цьому підрозділі є нові результати пов’язані з характе-

ризацією замкнених раціональних функцій. Ці результати було опубліковано в

статті [50]. Теорема 3.2.8 є достатньою умовою замкненості раціональної фун-
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кції. Теорема 3.3.2 є критерієм замкненості раціональної функції. Ця теорема

є узагальненням критерію замкненості многочленів — Теореми 3.1.10. Теоре-

ма 3.3.10 дає опис незамкнених раціональних функцій. Теорема 3.4.1 є доста-

тньою умовою замкненості добутку незвідних многочленів.



Розділ 4

Алгебри Лі 𝑃2(k)

У цьому розділі досліджуються централізатори елементів і максимальні абелеві

підалгебри в деяких нескінченновимірних алгебрах Лі 𝐿 над полем k. Першою

і найважливішою з них є алгебра Лі (насправді Пуассонова алгебра) 𝑃2(k), в

якій дужка Лі задається взяттям якобіана від двох заданих многочленів. З то-

чки зору структурної теорії ця алгебра Лі мало вивчена (наприклад невідомо,

чи містить вона власні підалгебри, які ізоморфні їй самій, не описані в ній

навіть неабелеві підалгебри розмірності 2), тому вивчення структури підалгебр

цієї алгебри є актуальною задачею. Оскільки дужка Лі в цій алгебрі Лі вико-

ристовує частинні похідні многочленів, то чисто алгебраїчні властивості мно-

гочленів, які відносяться до подільності, нерозкладності тощо, пов’язуються з

диференціюваннями, що і ускладнює вивчення алгебри Лі 𝑃2(k). Основні ре-

зультати цього розділу дають опис централізаторів елементів в цій алгебрі Лі,

а також описують її максимальні абелеві підалгебри. Крім того, отримано опис

власних векторів диференціювань вигляду ad(𝑎), де елемент 𝑎 ∈ 𝑃2(k). Підходи,

які використовуються при цьому дозволяють розглянути аналогічні задачі для

алгебри Лі ̃︁𝑃2(k), а також розглянути випадок простої характеристики (заува-

жимо, що в простій характеристиці ситуація радикально відрізняється від ха-

рактеристики нуль).
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4.1 Алгебри Лі 𝑃2(k) в характеристиці нуль

Нагадаємо, що алгебра Лі 𝑃𝑛(k) є кільцем многочленів від двох змінних із дуж-

кою Лі

[𝑓, 𝑔] =
∑︁
𝑖<𝑗

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑔

𝜕𝑥𝑗
− 𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑔

𝜕𝑥𝑖

)︂
.

Наступні два твердження було доведено в роботі [48] для 𝑛 = 2 використовуючи

Теорему 2.0.9, що була доведена в [43]. Те саме доведення працює і у випадку

довільного 𝑛, потрібно лише використовувати Теорему 2.0.11, що була доведена

в [58].

Твердження 4.1.1. Для довільного многочлена 𝑓 ∈ 𝑃𝑛(k) ∖ k його цен-

тралізатор 𝐶𝑃𝑛(k)(𝑓) співпадає із алгеброю k[ℎ], породженою довільним по-

роджуючим для 𝑓 многочленом ℎ.

Доведення. За Теоремою 2.0.11 𝐶𝑃𝑛(k)(𝑓) = ker ad(𝑓) = k[ℎ] для деякого мно-

гочлена ℎ. Оскільки за Лемою 2.0.8 ker ad(𝑓) є цілозамкненою підалгеброю

у 𝑃𝑛(k) = k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], многочлен ℎ замкнений і 𝑓 , очевидно, міститься в

𝐶𝑃𝑛(k) = k[ℎ].

Твердження 4.1.2. Нехай 𝐴 максимальна абелева підалгебра в алгебрі Лі

𝑃𝑛(k). Тоді 𝐴 = k[𝑓 ] для деякого замкненого многочлена 𝑓 ∈ 𝑃𝑛(k) ∖ k. Нав-

паки, для довільного замкненого многочлена 𝑓 ∈ 𝑃𝑛(k) ∖ k, підалгебра k[𝑓 ] є

максимальною абелевою підалгеброю в 𝑃𝑛(k).

У випадку алгебраїчно замкненого поля k = k̄, множиною максимальних

абелевих підалгебр в 𝑃𝑛(k) є множина алгебр вигляду k[𝑓 ], де 𝑓 незвідний мно-

гочлен.

Доведення. Нехай 𝐴 максимальна абелева підалгебра в алгебрі Лі 𝑃𝑛(k) і не-

хай 𝑔 довільний відмінний від константи многочлен з 𝐴. Очевидно, 𝐴 ⊆
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𝐶𝑃𝑛(k)(𝑔) = k[𝑓 ] для деякого замкненого многочлена 𝑓 . Оскільки k[𝑓 ] є абе-

левою підалгеброю, маємо 𝐴 = k[𝑓 ].

Тепер нехай 𝑓 замкнений многочлен. Потрібно показати, що k[𝑓 ] макси-

мальна абелева підалгебра в 𝑃𝑛(k). Нехай 𝑔 многочлен, що комутує з 𝑓 , тоб-

то [𝑓, 𝑔] = 0. Тоді 𝑔 ∈ 𝐶𝑃𝑛(k)(𝑓). Оскільки за Твердженням 4.1.1 маємо

𝐶𝑃𝑛(k)(𝑓) = k[𝑓 ], то 𝑔 міститься в k[𝑓 ]. Ми показали, що усі многочлени, які

комутують з 𝑓 , належать підалгебрі k[𝑓 ]. Оскільки k[𝑓 ] абелева підалгебра, це

доводить, що k[𝑓 ] максимальна абелева підалгебра в 𝑃𝑛(k).

У випадку, коли основне поле є алгебраїчно замкненим, за Наслідком 3.1.11

многочлен 𝑓 завжди можна обрати незвідним.

Нагадаємо, що алгебра Лі 𝑃2(k) є кільцем многочленів від двох змінних із

дужкою Лі, що визначається якобіаном:

[𝑓, 𝑔] := det

(︃
𝜕𝑓
𝜕𝑥

𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕𝑔
𝜕𝑥

𝜕𝑔
𝜕𝑦

)︃
=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
· 𝜕𝑔
𝜕𝑦

− 𝜕𝑓

𝜕𝑦
· 𝜕𝑔
𝜕𝑥
.

Нашою метою є вивчення структури підалгебр цієї алгебри. У цьому роз-

ділі дається опис централізаторів елементів а також максимальних абелевих

підалгебр Лі у алгебрі 𝑃2(k), що в розділі 5 буде використано для опису цен-

тралізаторів елементів і максимальних абелевих підалгебр алгебри Лі 𝑠𝑎2(k).

Лема 4.1.3. Центр 𝑍(𝑃2(k)) алгебри Лі 𝑃2(k) співпадає з полем k.

Доведення. Многочлен 𝑓 міститься у центрі алгебри 𝑃2(k) тоді і лише тоді, коли

він комутує з твірними 𝑥 та 𝑦, тобто коли

[𝑓, 𝑥] = 0, [𝑓, 𝑦] = 0.

Оскільки [𝑓, 𝑥] = −𝜕𝑓
𝜕𝑦 і [𝑓, 𝑦] = 𝜕𝑓

𝜕𝑥 , отримуємо, що 𝑓 міститься у центрі 𝑃2(k)

тоді і лише тоді, коли 𝜕𝑓
𝜕𝑦 = 𝜕𝑓

𝜕𝑥 = 0. Оскільки характеристика поля k нуль,

останнє рівносильне до 𝑓 ∈ k.
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Оскільки 𝑃2(k) є окремим випадком 𝑃𝑛(k) для 𝑛 = 2, ми маємо наступні

описи централізаторів елементів і максимальних абелевих підалгебр в 𝑃2(k).

Твердження 4.1.4. Для довільного многочлена 𝑓 ∈ 𝑃2(k) ∖ k його цен-

тралізатор 𝐶𝑃2(k)(𝑓) співпадає із алгеброю k[ℎ], породженою довільним по-

роджуючим для 𝑓 многочленом ℎ.

Твердження 4.1.5. Нехай 𝐴 максимальна абелева підалгебра в алгебрі Лі

𝑃2(k). Тоді 𝐴 = k[𝑓 ] для деякого замкненого многочлена 𝑓 ∈ 𝑃2(k) ∖ k. Нав-

паки, для довільного незвідного многочлена 𝑓 ∈ 𝑃2(k) ∖ k, підалгебра k[𝑓 ] є

максимальною абелевою підалгеброю в 𝑃2(k).

У випадку алгебраїчно замкненого поля k = k̄, множиною максимальних

абелевих підалгебр в 𝑃2(k) є множина алгебр вигляду k[𝑓 ], де 𝑓 незвідний мно-

гочлен.

Доведення. Обидва твердження є переформулюваннями відповідних тверджень

для 𝑃𝑛(k) у випадку 𝑛 = 2.

Приклад 4.1.6. Розглянемо многочлен 𝑓 = 𝑥2𝑦2 + 𝑥𝑦. Тоді для многочлена

𝐹 (𝑡) = 𝑡2 + 𝑡 маємо 𝑓 = 𝐹 (𝑥𝑦). Оскільки многочлен 𝑥𝑦 є замкненим (див.

Приклад 3.1.4), то 𝑥𝑦 є породжуючим для 𝑓 многочленом. Отже за попе-

редніми твердженнями ми отримуємо, що централізатор 𝐶𝑃2(k)(𝑓) много-

члена 𝑓 співпадає з k[𝑥𝑦] і k[𝑥𝑦] є максимальною абелевою підалгеброю у ал-

гебрі Лі 𝑃2(k).

У попередніх твердженнях ми дали опис централізаторів елементів і макси-

мальних абелевих підалгебр алгебри 𝑃2(k) у термінах замкнених многочленів.

Тут ми наводимо спосіб перевірки замкненості многочлена від двох змінних і

знаходження породжуючого для нього многочлена.
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Твердження 4.1.7. Нехай 𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦]∖k довільний многочлен. Тоді 𝑓 замкне-

ний тоді і лише тоді, якщо для довільного відмінного від константи много-

члена ℎ ∈ k[𝑥, 𝑦] ∖ k, для якого виконується умова deg ℎ < deg 𝑓 , має місце

[𝑓, ℎ] ̸= 0.

Доведення. Нехай многочлен 𝑓 замкнений. Розгляньмо довільний многочлен

ℎ ∈ k[𝑥, 𝑦]∖k, такий що [𝑓, ℎ] = 0. Оскільки за Твердженням 4.1.4 централізатор

замкненого многочлена 𝑓 співпадає з k[𝑓 ], то ℎ ∈ 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑓 ]. Отже ℎ =

𝐹 (𝑓) для деякого многочлена від однієї змінної 𝐹 (𝑡) ∈ k[𝑡]. Оскільки многочлен

ℎ відмінний від константи, маємо deg𝐹 (𝑡) > 1. Тому deg ℎ > deg 𝑓 , що доводить

необхідну умову замкненості.

Нехай тепер многочлен 𝑓 такий, що для довільного відмінного від константи

многочлена ℎ меншого степеня комутатор [𝑓, ℎ] відмінний від нуля. Ми покаже-

мо, що алгебра k[𝑓 ] є максимальною однопородженою підалгеброю, що означа-

тиме за Лемою 3.1.1, що многочлен 𝑓 замкнений.

Нехай 𝑓 = 𝐹 (ℎ) для деяких многочленів ℎ ∈ k[𝑥, 𝑦] та 𝐹 (𝑡) ∈ k[𝑡]. Тоді

deg ℎ 6 deg 𝑓 і [𝑓, ℎ] = [𝐹 (ℎ), ℎ] = 𝐹 ′(ℎ)[ℎ, ℎ] = 0, що, з огляду на наші припу-

щення, можливо, лише якщо deg ℎ = deg 𝑓 . Отже deg𝐹 = 1 i тому k[𝑓 ] = k[ℎ],

тобто k[𝑓 ] дійсно максимальна однопороджена підалгебра в кільці многочленів

k[𝑥, 𝑦].

Наведене твердження дозволяє перевіряти замкненість і знаходити породжу-

ючий многочлен для заданого многочлена від двох змінних. Маємо наступний

наслідок.

Наслідок 4.1.8. Многочлен 𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦] ∖ k. є замкненим тоді і лише тоді,

коли система лінійних рівнянь відносно 𝛼𝑖,𝑗∑︁
0<𝑖+𝑗<deg 𝑓

𝛼𝑖,𝑗[𝑓, 𝑥
𝑖𝑦𝑗] = 0, 0 < 𝑖+ 𝑗 < deg 𝑓, (4.1)
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не має нетривіальних розв’язків. Еквівалентно, 𝑓 є замкнений тоді і лише

тоді, коли многочлени [𝑓, 𝑥𝑖𝑦𝑗], 0 < 𝑖+ 𝑗 < deg 𝑓 , є лінійно незалежними.

Більше того, нетривіальні розв’язки рівняння 4.1 найменшого степеня визна-

чають породжуючий многочлен для 𝑓 . Під степенем розв’язку 𝛼𝑖,𝑗 ми маємо на

увазі степінь многочлена
∑︀
𝛼𝑖,𝑗𝑥

𝑖𝑦𝑗.

Доведення. Довільний відмінний від константи многочлен ℎ ∈ k[𝑥, 𝑦] степеня

deg ℎ < deg 𝑓 можна записати у вигляді

ℎ =
∑︁

0<𝑖+𝑗<deg 𝑓

𝛼𝑖,𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑗, 𝛼𝑖,𝑗 ∈ k.

Тоді

[𝑓, ℎ] =
∑︁

0<𝑖+𝑗<deg 𝑓

𝛼𝑖,𝑗[𝑓, 𝑥
𝑖𝑦𝑗].

Тому многочлен 𝑓 за Твердженням 4.1.7 є замкненим тоді і лише тоді, коли

система лінійних рівнянь відносно 𝛼𝑖,𝑗∑︁
0<𝑖+𝑗<deg 𝑓

𝛼𝑖,𝑗[𝑓, 𝑥
𝑖𝑦𝑗] = 0, 0 < 𝑖+ 𝑗 < deg 𝑓,

не має нетривіальних розв’язків.

Аналогічно до 𝑃2(k)(див. [48]) ми даємо тут опис централізаторів елементів

та максимальних абелевих підалгебр в ̃︁𝑃2(k). Цей опис дається у термінах за-

мкнених раціональних функцій, що визначаються аналогічно до замкнених мно-

гочленів.

Нагадаємо (див. розділ 3), що раціональна функція 𝑓 ∈ k(𝑥, 𝑦) називається

замкненою, якщо має місце одна з наступних еквівалентних умов:

1) підполе k(𝑓) є алгебраїчно замкненим у k(𝑥, 𝑦);

2) підполе k(𝑓) є максимальним елементом у множині

ℳ = {k(𝑔)| 𝑔 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∖ k},
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тобто є максимальним однопородженим полем.

Як і у випадку алгебри 𝑃2(k), алгебра ̃︁𝑃2(k) має тривіальний центр, тобто її

центр співпадає з полем k.

Лема 4.1.9. Центр 𝑍(̃︁𝑃2(k)(k)) алгебри Лі ̃︁𝑃2(k)(k) співпадає з полем k.

Доведення. Цілком аналогічне до доведення Леми 4.1.3.

Наступні твердження є аналогами Тверджень 4.1.4 та 4.1.5.

Твердження 4.1.10. Для довільного елемента 𝑔 ∈ ̃︁𝑃2(k) ∖ k його цен-

тралізатор 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑔) співпадає з k(𝑓) для будь якої породжуючої раціональної

функції 𝑓 для 𝑔.

Доведення. За Теоремою 2.0.10 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑔) = ker ad(𝑔) = k(𝑓) для деякої

раціональної функції 𝑓 ∈ k(𝑥, 𝑦). Але за Лемою 2.0.8 ядро довільного дифе-

ренціювання поля раціональних функцій k(𝑥, 𝑦) є цілозамкненим в k(𝑥, 𝑦). Тому

𝑓 є замкненою раціональною функцією.

Твердження 4.1.11. Нехай 𝐴 максимальна абелева підалгебра в алгебрі Лі̃︁𝑃2(k). Тоді 𝐴 = k(𝑓) для деякої замкненої раціональної функції 𝑓 ∈ ̃︁𝑃2(k) ∖ k.

Навпаки, для будь якої замкненої раціональної функції 𝑓 ∈̃︁𝑃2(k)∖k підалгебра

k(𝑓) є максимальною абелевою підалгеброю в ̃︁𝑃2(k).

Доведення. Нехай 𝐴 максимальна абелева підалгебра Лі алгебри ̃︁𝑃2(k), нехай

𝑔 довільний відмінний від константи елемент з 𝐴. Очевидно,

𝐴 ⊆ 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑔) = k(𝑓)

для деякої замкненої функції 𝑓 . Оскільки k(𝑓) є абелевою підалгеброю, отри-

муємо 𝐴 = k(𝑓).

Нехай тепер 𝑓 замкнена раціональна функція. Тоді k(𝑓) очевидно абе-

лева підалгебра. Залишається показати, що k(𝑓) є максимальною абелевою

підалгеброю в ̃︁𝑃2(k).
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Нехай 𝑔 такий, що [𝑓, 𝑔] = 0. Тоді

𝑔 ∈ 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑓).

Отже, елементи, що комутують з 𝑓 належать k(𝑓). Таким чином, k(𝑓) макси-

мальна абелева підалгебра в ̃︁𝑃2(k).

4.2 Власні простори в 𝑃2(k)

В цьому підрозділі досліджується структура просторів власних векторів внутрі-

шніх диференціювань алгебри 𝑃2(k). Ми розглядаємо власні вектори з узагаль-

неними власними числами. які можуть бути многочленами, а не тільки елемен-

тами основного поля. Якщо обмежитися лише власними векторами з власними

числами із поля k, то можна описати ці простори більш детально (див. [60]).

Означення 4.2.1. Нехай 𝑎 і 𝑓 многочлени з 𝑃2(k). Тоді через

𝑉𝑎(𝑓) = {𝑔| ad(𝑓)(𝑔) = 𝑎𝑔}.

позначимо простір власних функцій внутрішнього диференціювання ad(𝑓),

що відповідають узагальненому власному значенню 𝑎. Еквівалентно, 𝑉𝑎(𝑓)

є простором поліноміальних розв’язків диференціального рівняння 𝐷(𝑔) = 𝑎𝑔,

𝐷 = ad(𝑓).

Приклад 4.2.1. Розглянемо диференціювання ad(𝑥𝑦), тоді для довільного мо-

нома 𝑥𝑛𝑦𝑚 ∈ 𝑃2(k) маємо

ad(𝑥𝑦)(𝑥𝑛𝑦𝑚) = [𝑥𝑦, 𝑥𝑛𝑦𝑚] = (𝑚− 𝑛)𝑥𝑛𝑦𝑚.

Отже 𝑉𝑚−𝑛(𝑥𝑦) ̸= 0 для довільних цілих чисел 𝑚 і 𝑛.

Звідси ми отримуємо також, що для довільного цілого числа 𝑑 моно-

ми 𝑥𝑛𝑦𝑛+𝑑, 𝑛, 𝑛 + 𝑑 > 0, будуть власними функціями многочлена 𝑥𝑦, що

відповідають власному числу 𝑑.
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Нехай 𝑓 довільна власна функція многочлена 𝑥𝑦, що відповідає власному

числу 𝜆 ∈ k. Оскільки усі мономи в кільці поліномів від двох змінних є власни-

ми функціями 𝑥𝑦, робимо висновок, що усі мономи многочлена 𝑓 мають бути

власними функціями 𝑥𝑦 з власним числом 𝜆. Але із наведених вище міркувань

випливає, що 𝜆 є цілим числом. Отже

𝑓 =
∑︁
𝑖

𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑦𝑖+𝜆, 𝑎𝑖 ∈ k,

де сума є скінченою. З іншого боку, зрозуміло, що усі многочлени такого виду

є власними функціями 𝑥𝑦 з власним числом 𝜆. Отже

𝑉𝜆(𝑥𝑦) =

{︃∑︁
𝑖

𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑦𝑖+𝜆| 𝑎𝑖 ∈ k

}︃
Ми отримали опис скалярних власних чисел і відповідних ним власних про-

сторів для многочлена 𝑥𝑦.

Зауважмо, що 𝑉𝑑(𝑥𝑦) = 𝑦𝑑k[𝑥𝑦] у випадку, якщо 𝑑 додатне ціле число, і

𝑉𝑑(𝑥𝑦) = 𝑥−𝑑k[𝑥𝑦], якщо 𝑑 від’ємне ціле число.

Лема 4.2.2. Нехай 𝑓, 𝑔, ℎ ∈ k[𝑥, 𝑦], ℎ ̸= 0, gcd(𝑔, ℎ) = 1. Тоді 𝑔/ℎ ∈ 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓)

тоді і лише тоді, коли 𝑔 і ℎ є власними значеннями ad 𝑓 , що відповідають

тому самому узагальненому власному значенню (можливо нульовому).

Доведення. Оскільки

[𝑓, 𝑔/ℎ] = ([𝑓, 𝑔]ℎ− [𝑓, ℎ]𝑔)/ℎ2,

ми отримуємо, що [𝑓, 𝑔/ℎ] = 0 тоді і лише тоді, коли [𝑓, 𝑔]ℎ = [𝑓, ℎ]𝑔. Оскільки

𝑔 і ℎ взаємнопрості, останнє виконується лише за умов [𝑓, 𝑔] = 𝑎𝑔 і [𝑓, ℎ] = 𝑎ℎ

для деякого 𝑎 ∈ k[𝑥, 𝑦].

Лема 4.2.3. Нехай 𝑎 ̸= 0, 𝑓 многочлени з k[𝑥, 𝑦]. Тоді

1) Довільні два відмінних від нуля елементи з власного простору

𝑉𝑎(𝑓) = {𝑔 ∈ k[𝑥, 𝑦]| ad(𝑓)(𝑔) = 𝑎𝑔}
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мають нетривіальний спільний дільник.

2) Нехай 𝑔, ℎ ∈ k[𝑥, 𝑦] відмінні від нуля, і нехай 𝑔ℎ ∈ 𝑉𝑎(𝑓). Тоді 𝑔 ∈ 𝑉𝑎(𝑓)

тоді і лише тоді, коли ℎ ∈ 𝐶𝑃2(k)(𝑓).

3) Нехай 𝑔, ℎ ∈ 𝑉𝑎(𝑓) і нехай 𝑑 = gcd(𝑔, ℎ). Тоді 𝑑 ∈ 𝑉𝑎(𝑓).

Доведення. 1) Припустімо, що існують 𝑔, ℎ ∈ 𝑉𝑎(𝑓) з gcd(𝑔, ℎ) = 1. За Ле-

мою 4.2.2 отримуємо 𝑔/ℎ ∈ 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓). Нехай 𝑓 породжуючий многочлен для

𝑓 . За Лемою 3.2.4 𝑓 є також породжуючим елементом для 𝑓 в k(𝑥, 𝑦). От-

же, за Твердженням 4.1.10 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑓) і ми отримуємо 𝑔/ℎ ∈ k(𝑓). Та-

ким чином 𝑔/ℎ = 𝐺(𝑓)/𝐻(𝑓) для 𝐻,𝐺 ∈ k[𝑡], gcd(𝐺,𝐻) = 1. Зауважимо,

що з gcd(𝐺(𝑡), 𝐻(𝑡)) = 1 випливає gcd(𝐺(𝑓), 𝐻(𝑓)) = 1. Тому, з точністю до

множення на відмінну від нуля константу, 𝑔 = 𝐺(𝑓) і ℎ = 𝐻(𝑓). Отримуємо

𝑔, ℎ ∈ k[𝑓 ] = 𝐶𝑃2(k)(𝑓), що суперечить 𝑎 ̸= 0.

2) Випливає з

[𝑓, 𝑔]ℎ+ [𝑓, ℎ]𝑔 = [𝑓, 𝑔ℎ] = 𝑎𝑔ℎ,

бо 𝑔 належить 𝑉𝑎(𝑓), тобто [𝑓, 𝑔] = 𝑎𝑔, тоді і лише тоді, коли [𝑓, ℎ]𝑔 = 0.

Оскільки 𝑔 ̸= 0, останнє еквівалентно до [𝑓, ℎ] = 0, тобто до ℎ ∈ 𝐶𝑃2(k)(𝑓).

3) Нехай 𝑔 = 𝑑𝑔1, ℎ = 𝑑ℎ1. Тоді за Лемою 4.2.2

[𝑓, 𝑔1/ℎ1] = [𝑓, (𝑑𝑔1)/(𝑑ℎ1)] = [𝑓, 𝑔/ℎ] = 0.

Таким чином 𝑔1/ℎ1 ∈ 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑓), звідки, використовуючи gcd(𝑔1, ℎ1) = 1,

отримуємо 𝑔1, ℎ1 ∈ k[𝑓 ] = 𝐶𝑃2(k)(𝑓). З 2) маємо 𝑑 ∈ 𝑉𝑎(𝑓).

Теорема 4.2.4. Нехай 𝑎, 𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦], 𝑎 ̸= 0, 𝑉𝑎(𝑓) ̸= 0. Тоді існує 𝑔𝑎,𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦],

такий що 𝑉𝑎(𝑓) = 𝑔𝑎,𝑓k[𝑓 ] і 𝑔𝑎,𝑓 не ділиться на елементи з 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑓 ].

Зокрема, 𝑉𝑎(𝑓) нескінченновимірний векторний простір над полем k і вільний

модуль рангу 1 над централізатором 𝐶𝑃2(k)(𝑓) многочлена 𝑓 .

Доведення. В якості 𝑔𝑎,𝑓 візьмемо довільний відмінний від нуля елемент з 𝑉𝑎(𝑓)

мінімального степеня. Тоді для довільного власного вектора 𝑔 ∈ 𝑉𝑎(𝑓) за Ле-
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мою 4.2.3 маємо gcd(𝑔𝑎,𝑓 , 𝑔) ∈ 𝑉𝑎(𝑓). Оскільки 𝑔𝑎,𝑓 ма мінімальний степінь, з

точністю до множення на відмінну від нуля константу, маємо gcd(𝑔𝑎,𝑓 , 𝑔) = 𝑔𝑎,𝑏.

Тому 𝑔𝑎,𝑓 ділить усі 𝑔 ∈ 𝑉𝑎(𝑓). За Лемою 4.2.3 отримуємо

𝑔𝑎,𝑓k[𝑓 ] ⊆ 𝑉𝑎(𝑓) ⊆ 𝑔𝑎,𝑓k[𝑓 ],

отже 𝑉𝑎(𝑓) = 𝑔𝑎,𝑓k[𝑓 ].

Зауваження 4.2.5. Ця теорема говорить, що достатньо знайти лише один

елемент з 𝑉𝑎(𝑓). Дійсно, якщо дано відмінний від нуля елемент 𝑔 ∈ 𝑉𝑎(𝑓),

можемо поділити 𝑔 на усі множники з 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑓 ]. Таким чином отри-

маємо 𝑔𝑎,𝑓 .

Проілюструємо це на прикладі.

Приклад 4.2.6. Переглянемо Приклад 4.2.1 і застосуємо твердження Те-

ореми 4.2.4. Многочлен 𝑥𝑦 є замкненим (див. Приклад 3.1.4), тому маємо

рівність 𝐶𝑃2(k)(𝑥𝑦) = k[𝑥𝑦].

Розглянемо власну функцію 𝑥𝑖𝑦𝑖+𝑑 многочлена 𝑥𝑦. Маємо, що 𝑥𝑖𝑦𝑖+𝑑 =

(𝑥𝑦)𝑖𝑦𝑑, якщо 𝑑 додатне, і 𝑥𝑖𝑦𝑖+𝑑 = (𝑥𝑦)𝑖+𝑑𝑥−𝑑, якщо 𝑑 від’ємне. Многочлени

вигляду (𝑥𝑦)𝑖 належать до централізатора 𝐶𝑃2(k)(𝑥𝑦). Очевидно, многочлени 𝑦𝑑

і 𝑥−𝑑 не діляться на многочлени з централізатора 𝐶𝑃2(k)(𝑥𝑦) = k[𝑥𝑦]. Тому для

додатних 𝑑 маємо

𝑉𝑑(𝑥𝑦) = 𝑦𝑑k[𝑥𝑦],

для від’ємних 𝑑 отримуємо

𝑉𝑑(𝑥𝑦) = 𝑦−𝑑k[𝑥𝑦],

що, зрозуміло, співпадає з результатами з Прикладу 4.2.1.

Як зазначалося у Розділі 2 на кільцях рядів від двох змінних є структура

алгебри Пуассона, що задається як і в випадку многочленів чи раціональних
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функцій якобіаном

[𝑓, 𝑔] :=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
· 𝜕𝑔
𝜕𝑦

− 𝜕𝑓

𝜕𝑦
· 𝜕𝑔
𝜕𝑥
.

Оскільки за своїми властивостями ряди близькі до многочленів б природно бу-

ло б сподіватися, що в для рядів теж мають місце результати подібні до ре-

зультатів з попередніх підрозділів. Основою для доведення тверджень про цен-

тралізатори та максимальні абелеві підалгебри в 𝑃𝑛(k), 𝑃2(k) i ̃︁𝑃2(k) є резуль-

тати про структуру кілець констант диференціювань сформульовані у Теоре-

мах 2.0.11, 2.0.9, 2.0.10. Аналогічні результати мають місце і для кілець фор-

мальних степеневих рядів від кількох змінних.

Розглянемо кільце формальних степеневих рядів від двох змінних.

Лема 4.2.7. Центр 𝑍(k[[𝑥, 𝑦]]) алгебри Лі k[[𝑥, 𝑦]] співпадає з полем k.

Доведення. Ряд 𝑓 міститься у центрі алгебри k[[𝑥, 𝑦]] тоді і лише тоді, коли він

комутує з твірними 𝑥 та 𝑦, тобто коли

[𝑓, 𝑥] = 0, [𝑓, 𝑦] = 0.

Оскільки [𝑓, 𝑥] = −𝜕𝑓
𝜕𝑦 і [𝑓, 𝑦] = 𝜕𝑓

𝜕𝑥 , отримуємо, що 𝑓 міститься у центрі k[[𝑥, 𝑦]]

тоді і лише тоді, коли 𝜕𝑓
𝜕𝑦 = 𝜕𝑓

𝜕𝑥 = 0. Оскільки характеристика поля k нуль,

останнє рівносильне до 𝑓 ∈ k.

Нехай 𝐹 (𝑡) ∈ k[[𝑡]] ряд від однієї змінної, тоді для довільного ряду 𝑓 ∈
k[[𝑥, 𝑦]] від двох змінних з нульовим вільним членом визначено композицію 𝐹 ∘
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐹 (𝑓). Таким чином k[[𝑓 ]] = {𝐹 (𝑓) | 𝐹 ∈ k[[𝑡]]}. Якщо ж вільний член

𝑓(0) ряду 𝑓 відмінний від нуля, визначмо

k[[𝑓 ]] := k[[𝑓 − 𝑓(0)]].

Означення 4.2.2. Ряд 𝑓 ∈ k[[𝑥, 𝑦]] називається максимальним, якщо алгебра

k[[𝑓 ]] є максимальним елементом у частково впорядкованій за включенням

множині

{k[[ℎ]] | ℎ ∈ k[[𝑥, 𝑦]]}.
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Зауваження 4.2.8. Максимальні ряди є аналогами замкнених многочленів і

раціональних функцій.

Наступна лема дає подібно до Леми 3.1.5 широкий клас прикладів макси-

мальних рядів.

Лема 4.2.9. Нехай 𝑓 ∈ k[[𝑥, 𝑦]] ряд Якобі (тобто нехай, по аналогії з много-

членами існує ряд 𝑔 такий що [𝑓, 𝑔] ∈ k* ). Тоді формальний степеневий ряд

𝑓 є максимальним.

Доведення. Нехай 𝑔 такий ряд, що [𝑓, 𝑔] = 𝑐 ∈ k*. Припустимо, що 𝑓 = 𝐻(ℎ).

Тоді

𝑐 = [𝑓, 𝑔] = [𝐻(ℎ), 𝑔] = 𝐻 ′(ℎ)[ℎ, 𝑔],

звідки маємо 𝐻 ′(ℎ) ∈ k[[𝑥, 𝑦]]*, і тому k[[𝑓 ]] = k[[ℎ]].

Означення 4.2.3. Нехай 𝑓, ℎ ∈ k[[𝑥, 𝑦]]. Ряд ℎ називається породжуючим

рядом для ряду 𝑓 , якщо ℎ максимальний і 𝑓 ∈ k[[ℎ]].

Лема 4.2.10. Для довільного ряду 𝑓 ∈ k[[𝑥, 𝑦]] існує породжуючий ряд.

Доведення. Оскільки із включення k[[𝑓 ]] ⊆ k[[𝑔]] випливає ord 𝑓 > ord 𝑔, роби-

мо висновок, що існує максимальна однопороджена алгебра k[[ℎ]], яка містить

ряд 𝑓 .

Лема 4.2.11. 1) Нехай 𝑓 максимальний ряд, тоді 𝐶k[[𝑥,𝑦]](𝑓) = k[[𝑓 ]].

2) Нехай 𝐺(𝑡) ∈ k[[𝑡]] ∖ k і нехай 𝑓 = 𝐺(𝑔), тоді 𝐶k[[𝑥,𝑦]](𝑓) = 𝐶k[[𝑥,𝑦]](𝑔).

Доведення. 1) За Теоремою 2.0.12 маємо 𝐶k[[𝑥,𝑦]](𝑓) = k[[ℎ]] для деякого ряду

ℎ ∈ k[[𝑥, 𝑦]]. Оскільки k[[𝑓 ]] ⊆ 𝐶k[[𝑥,𝑦]](𝑓), з максимальності 𝑓 випливає, що

k[[𝑓 ]] = k[[ℎ]] = 𝐶k[[𝑥,𝑦]](𝑓).

2) Випливає з [𝑓, ℎ] = [𝐺(𝑔), ℎ] = 𝐺′(𝑔)[𝑔, ℎ] і 𝐺′(𝑔) ̸= 0, бо в такому випадку

[𝑓, ℎ] = 0 тоді й лише тоді, коли [𝑔, ℎ] = 0.



67

Твердження 4.2.12. Нехай 𝑓 ∈ k[[𝑥, 𝑦]] ∖ k. Тоді 𝐶k[[𝑥,𝑦]](𝑓) = k[[ℎ]] для

довільного породжуючого для 𝑓 ряду ℎ.

Доведення. Якщо ℎ довільний породжуючий ряд для ряду 𝑓 , то 𝐶k[[𝑥,𝑦]](𝑓) =

𝐶k[[𝑥,𝑦]](ℎ) = k[[ℎ]] за Лемою 4.2.11.

Зауваження 4.2.13. Зокрема з останнього випливає, що для довільних двох

породжуючих рядів 𝑔 i ℎ ряду 𝑓 має місце рівність k[[𝑔]] = k[[ℎ]], тобто

породжуючий ряд визначений однозначно з точністю до автоморфізму кільця

формальних рядів від однієї змінної: існує ряд 𝐹 ∈ k[[𝑡]], ord𝐹 = 1, такий що

𝑔 − 𝑔(0) = 𝐹 (ℎ− ℎ(0)).

Твердження 4.2.14. Максимальними абелевими підалгебрами в k[[𝑥, 𝑦]] є в

точності однопороджені підалгебри k[[ℎ]], породжені максимальним рядом ℎ.

Доведення. Нехай 𝐴 максимальна абелева підалгебра в k[[𝑥, 𝑦]]. Розглянемо

довільний відмінний від константи елемент з алгебри 𝐴. Тоді

𝐴 ⊆ 𝐶k[[𝑥,𝑦]](ℎ) = k[[ℎ̄]],

де ℎ̄ породжуючий ряд для ℎ. Оскільки k[[ℎ̄]] є абелевою підалгеброю, з макси-

мальності 𝐴 отримуємо 𝐴 = k[[ℎ̄]].

Нехай тепер ℎ максимальний ряд. Тоді k[[ℎ]] абелева підалгебра. Нехай 𝐴

максимальна абелева підалгебра, що містить k[[ℎ]]. Ми довели, що 𝐴 = k[[𝑔]]

для деякого максимального ряду 𝑔. Оскільки ℎ теж максимальний, маємо

k[[ℎ]] = k[[𝑔]] = 𝐴. Отже k[[ℎ]] максимальна абелева підалгебра в k[[𝑥, 𝑦]].
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4.3 Алгебри Лі 𝑃2(k) в простій характеристиці

Якщо характеристика основного поля відмінна від нуля, маємо цілковито іншу

структуру алгебр 𝑃2(k) та ̃︁𝑃2(k). Першою кардинальною відмінністю є те, що

в простій характеристиці ці алгебри Пуассона мають нетривіальний центр.

Лема 4.3.1. 1) Центр 𝑍(𝑃2(k)) алгебри Лі 𝑃2(k) співпадає з k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝].

2)Центр 𝑍(̃︁𝑃2(k)) алгебри Лі ̃︁𝑃2(k) співпадає з k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝).

Доведення. 1) Многочлен 𝑓 міститься у центрі алгебри 𝑃2(k) тоді і лише тоді,

коли він комутує з твірними 𝑥 та 𝑦, тобто коли

[𝑓, 𝑥] = 0, [𝑓, 𝑦] = 0.

Оскільки [𝑓, 𝑥] = −𝜕𝑓
𝜕𝑦 і [𝑓, 𝑦] = 𝜕𝑓

𝜕𝑥 , отримуємо, що 𝑓 міститься у центрі 𝑃2(k)

тоді і лише тоді, коли 𝜕𝑓
𝜕𝑦 = 𝜕𝑓

𝜕𝑥 = 0. Легко бачити, що останнє виконується тоді

і лише тоді, коли многочлен 𝑓 міститься у k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝].

2) Нехай 𝑓1, 𝑓2 ∈ k[𝑥, 𝑦], 𝑓2 ̸= 0. Зауважмо, що

[𝑓1/𝑓2, 𝑔1/𝑔2] = (𝑓2𝑔2)
−𝑝[𝑓1𝑓

𝑝−1
2 , 𝑔1𝑔

𝑝−1
2 ],

бо для довільного многочлена 𝑓 , його 𝑝−тий степінь міститься в k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]. Отже

раціональна функція 𝑓1/𝑓2 міститься у центрі ̃︁𝑃2(k) лише тоді, коли многочлен

𝑓 𝑝2 (𝑓1/𝑓2) міститься у 𝑍(𝑃2(k)) = k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]. Тому, 𝑍(̃︁𝑃2(k)) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝), що й

доводить лему.

Лема 4.3.2. [𝑎𝑓, 𝑏𝑔] = 𝑎𝑏[𝑓, 𝑔] для довільних 𝑎, 𝑏 ∈ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) і довільних 𝑓, 𝑔 ∈̃︁𝑃2(k), зокрема й для многочленів 𝑎, 𝑏 ∈ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝], 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑃2(k).

Доведення. Випливає з того, що k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) міститься в центрі алгебри ̃︁𝑃2(k).

Лема 4.3.3. ̃︁𝑃2(k) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗ 𝑃2(k).

Доведення. Очевидно k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗ 𝑃2(k) міститься у ̃︁𝑃2(k). Нехай 𝑓 = 𝑓1/𝑓2 ∈̃︁𝑃2(k). Тоді 𝑓 𝑝2𝑓 = 𝑓1𝑓
𝑝−1
2 ∈ 𝑃2(k), і тому 𝑓 ∈ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗ 𝑃2(k).
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Лема 4.3.4. Нехай 𝑓 = 𝑓1/𝑓2 ∈̃︁𝑃2(k), 𝑓1, 𝑓2 ∈ k[𝑥, 𝑦]. Тоді

𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗ 𝐶𝑃2(k)(𝑓1𝑓
𝑝−1
2 ).

Зокрема, якщо 𝑓 многочлен, то 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗ 𝐶𝑃2(k)(𝑓) і 𝐶𝑃2(k)(𝑓) =

𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) ∩ k[𝑥, 𝑦].

Доведення. Нехай 𝑔 = 𝑔1/𝑔2 ∈ 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓), 𝑔1, 𝑔1 ∈ k[𝑥, 𝑦]. Тоді маємо

0 = [𝑔, 𝑓 ] = [𝑔1/𝑔2, 𝑓1/𝑓2] = 𝑔−𝑝2 𝑓−𝑝2 [𝑔1𝑔
𝑝−1
2 , 𝑓1𝑓

𝑝−1
2 ]

і отже 𝑔1𝑔𝑝−1
2 ∈ 𝐶𝑃2(k)(𝑓1𝑓

𝑝−1
2 ). Тому, 𝑔 = 𝑔−𝑝2 (𝑔1𝑔

𝑝−1
2 ) міститься в k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗

𝐶𝑃2(k)(𝑓1𝑓
𝑝−1
2 ).

Нехай 𝑎 ∈ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝), 𝑏 ∈ 𝐶𝑃2(k)(𝑓1𝑓
𝑝−1
2 ). Тоді

[𝑎⊗ 𝑏, 𝑓 ] = 𝑎[𝑏, 𝑓 ] = 𝑎𝑓−𝑝2 [𝑏, 𝑓1𝑓
𝑝−1
2 ] = 0.

Оскільки елементи типу 𝑎 ⊗ 𝑏, 𝑎 ∈ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝), 𝑏 ∈ 𝐶𝑃2(k)(𝑓1𝑓
𝑝−1
2 ) породжують

k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗ 𝐶𝑃2(k)(𝑓1𝑓
𝑝−1
2 ), маємо k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗ 𝐶𝑃2(k)(𝑓1𝑓

𝑝−1
2 ) ⊆ 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓).

І  снують розклади векторних підпросторів на прямі суми підпро-

сторів:

1) 𝑃2(k) =
∑︀𝑝−1

𝑖,𝑗=0 k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑥𝑖𝑦𝑗,

2) ̃︁𝑃2(k) =
∑︀𝑝−1

𝑖,𝑗=0 k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)𝑥𝑖𝑦𝑗.

Доведення. Перший розклад очевидний, існування ж другого розкладу випли-

ває з Леми 4.3.3.

Лема 4.3.6. Нехай 𝑓 ∈̃︁𝑃2(k) ∖ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝). Тоді 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓). Зокрема,

якщо 𝑓 многочлен, то 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓) ∩ k[𝑥, 𝑦].

Доведення. Оскільки 𝑓 ̸∈ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) і 𝑓 ∈ 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓), маємо включення

k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ( k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓) ⊆ 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) ( k(𝑥, 𝑦).
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Оскільки [k(𝑥, 𝑦) : k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)] = 𝑝2, отримуємо [𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) : k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)] = 𝑝. Оскільки

виконується також [k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓) : k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)] = 𝑝, маємо 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓).

Звідси випливає і твердження про многочлен.

Наслідок 4.3.7. Нехай 𝜙 і 𝜓 елементи з k(𝑥, 𝑦)∖k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝). Тоді [𝜙, 𝜓] = 0 тоді

і лише тоді, коли k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝜙) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝜓).

Доведення. Якщо [𝜙, 𝜓] = 0, то 𝜙 міститься у централізаторі 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝜓), що

співпадає з k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝜓), а 𝜓 міститься у централізаторі 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝜙) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝜙).

Отримуємо k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝜙) ⊆ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝜓) ⊆ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝜙) звідки випливає, що

проміжні включення є рівностями.

Навпаки, якщо k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝜙) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝜓), то, очевидно, [𝜙, 𝜓] = 0. Це дово-

дить необхідне твердження.

Маємо наступне уточнення Теореми 2.0.13.

Теорема 4.3.8. Нехай 𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦]∖k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]. Тоді 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝, ℎ1, . . . ℎ𝑝−1]

є вільним модулем рангу 𝑝 над k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝], де ℎ𝑖 є вільними твірними, що мають

вигляд

𝑔−1(𝑎0 + 𝑎2𝑓 + · · · + 𝑎𝑝−1𝑓
𝑝−1),

𝑔, 𝑎𝑖 ∈ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝], 𝑖 = 0, 𝑝− 1.

Доведення. За Теоремою 2.0.13 𝐶𝑃2(k)(𝑓) є вільним k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]-модулем. Нехай 𝑟

ранг 𝐶𝑃2(k)(𝑓), тобто 𝐶𝑃2(k)(𝑓) ∼= k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑟. Тоді маємо

k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓) =𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗ 𝐶𝑃2(k)(𝑓) ∼=

k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗ (k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝])𝑟 ∼= k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)𝑟.

Оскільки [k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓) : k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)] = 𝑝, маємо 𝑟 = 𝑝. Нехай 1, ℎ1, . . . , ℎ𝑝−1

твірні 𝐶𝑃2(k)(𝑓), тобто 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝, ℎ1, . . . , ℎ𝑝−1]. Оскільки за Лемою 4.3.6

𝐶𝑃2(k)(𝑓) = 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) ∩ k[𝑥, 𝑦], отримуємо ℎ𝑗 = 𝑏0𝑗 + 𝑏1𝑗𝑓 + · · · + 𝑏𝑝−1𝑗𝑓
𝑝−1,
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𝑏𝑖𝑗 ∈ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝). Позначаючи для фіксованого 𝑗 за допомогою 𝑔𝑗 добуток усіх

знаменників в 𝑏𝑖𝑗, одержимо 𝑔𝑗ℎ𝑖 = 𝑎0𝑗 +𝑎1𝑗𝑓 + · · ·+𝑎𝑝−1𝑗𝑓
𝑝−1, або еквівалентно

ℎ𝑗 = 𝑔−1
𝑗 (𝑎0𝑗 + 𝑎1𝑗𝑓 + · · · + 𝑎𝑝−1𝑗𝑓

𝑝−1), 𝑎𝑖𝑗 ∈ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝].

Теорема 4.3.9. 1) Нехай 𝐴 максимальна абелева підалгебра в алгебрі Лі 𝑃2(k).

Тоді 𝐴 збігається з централізатором 𝐶𝑃2(k)(𝑓) для деякого 𝑓 ∈ 𝐴 ∖ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝].

Навпаки, для довільного 𝑓 ∈ 𝑃2(k) ∖ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝] підалгебра 𝐶𝑃2(k)(𝑓) є максималь-

ною абелевою підалгеброю із 𝑃2(k).

2) Усіма максимальними абелевими підалгебрами алгебри Лі ̃︁𝑃2(k) є в то-

чності підполя k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓), 𝑓 ∈̃︁𝑃2(k) ∖ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝).

Доведення. 1) Нехай 𝐴 - максимальна абелева підалгебра алгебри Лі 𝑃2(k).

Очевидно, 𝐴 ⊇ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]. Візьмемо довільний елемент 𝑓 ∈ 𝐴 ∖ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝] (він,

очевидно, існує). Тоді 𝐴 ⊆ 𝐶𝑃2(k)(𝑓). З Теореми 4.3.8 випливає, що підалгебра

𝐶𝑃2(k)(𝑓) абелева. Оскільки 𝐴 максимальна абелева, то звідси отримаємо, що

𝐴 = 𝐶𝑃2(k)(𝑓). Далі, для довільного 𝑓 ∈ 𝑃2(k) ∖ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝] підалгебра 𝐶𝑃2(k)(𝑓)

абелева за відзначеним вище. Крім того, довільний елемент, що комутує з 𝑓

міститься у 𝐶𝑃2(k)(𝑓). Отже 𝐶𝑃2(k)(𝑓) – максимальна абелева підалгебра.

2) Нехай𝐴 максимальна абелева підалгебра у 𝑟𝑃 . Тоді𝐴 строго містить у собі

k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) і сама міститься у централізаторі довільного елемента 𝑓 ∈ 𝐴∖k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝).

За Лемою 4.3.6 централізатори елементів 𝑓 ∈ ̃︁𝑃2(k) ∖ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) мають вигляд

𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓) і є абелевими підалгебрами. Отже з максимальності 𝐴

випливає, що 𝐴 співпадає з централізатором 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓) довільного

елемента 𝑓 ∈ 𝐴 ∖ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝). Навпаки, для довільного 𝑓 ∈ ̃︁𝑃2(k) ∖ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)

підалгебра 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓) є абелевою, і довільний елемент, що кому-

тує з 𝑓 , міститься у цій алгебрі. Отже підалгебри k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓) є максимальними

абелевими підалгебрами у ̃︁𝑃2(k).

Наслідок 4.3.10. 1) Нехай k поле характеристики 2, нехай 𝑓 многочлен з

𝑃2(𝑘)∖k[𝑥2, 𝑦2]. Тоді 𝐶𝑃2
(k)(𝑓) = k[𝑥2, 𝑦2, 𝑓 ], де 𝑓 отримується з 𝑓 відніманням
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усіх мономів із k[𝑥2, 𝑦2] і діленням на усі нетривіальні дільники із k[𝑥2, 𝑦2].

2) Максимальними абелевими підалгебрами в 𝑃2(k) є в точності k[𝑥2, 𝑦2, ℎ],

де ℎ многочлен, що не містить мономів із k[𝑥2, 𝑦2] і не має нетривіальних

дільників у k[𝑥2, 𝑦2].

Доведення. Оскільки 2) випливає з 1) та з Теореми 4.3.9, достатньо довести 1).

Нехай 𝑓 = 𝑎𝑓 + 𝑏, де 𝑎, 𝑏 ∈ k[𝑥2, 𝑦2], 𝑎 ̸= 0. Оскільки

0 = [𝑓, 𝑓 ] = [𝑓, 𝑎𝑓 + 𝑏] = 𝑎[𝑓, 𝑓 ],

маємо [𝑓, 𝑓 ] = 0. Тому k[𝑥2, 𝑦2, 𝑓 ] ⊆ 𝐶𝑃2(k)(𝑓). Із Proposition 4.2 з [43] 𝐶𝑃2(k)(𝑓) =

k[𝑥2, 𝑦2, 𝑔] для деякого многочлена 𝑔 ∈ k[𝑥, 𝑦]. Маємо 𝑓 ∈ k[𝑥2, 𝑦2, 𝑔] і тому

𝑓 = 𝐹 (𝑥2, 𝑦2)𝑔 +𝐺(𝑥2, 𝑦2).

Але із побудови многочлена 𝑓 випливає 𝐺(𝑥2, 𝑦2) = 0 і 𝐹 (𝑥2, 𝑦2) ∈ k*. Отже,

𝑓 = 𝛼𝑔 для 𝛼 ∈ k* і

k[𝑥2, 𝑦2, 𝑓 ] = k[𝑥2, 𝑦2, 𝑔] = 𝐶𝑃2(k)(𝑓).

Приклад 4.3.11. Якщо chark = 2, то

1) 𝐶𝑃2(k)(𝑥𝑦) = k[𝑥2, 𝑦2, 𝑥𝑦],

2) 𝐶𝑃2(k)(𝑥
3𝑦7 + 𝑦5 + 1) = k[𝑥2, 𝑦2, 𝑥3𝑦3 + 𝑦].

У випадку нульової характеристики ми довели, що для многочлена 𝑓 ∈ 𝑃2(k)

його узагальнені власні простори, що відмінні від нуля, є вільними модулями

рангу 1 над централізатором 𝐶𝑃2(k)(𝑓) многочлена 𝑓 . У випадку ж простої ха-

рактеристики подібне твердження невірне. Дійсно, розгляньмо поле характери-

стики 2 та многочлен 𝑓 = 𝑥𝑦 і його власний простір, що відповідає власному

значенню 1. У цьому випадку 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑥2, 𝑦2, 𝑥𝑦] (див. Приклад 4.3.11).
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Міркування, аналогічні до міркувань з Прикладу 4.2.1, показують, що вла-

сний простір 𝑉1(𝑥𝑦) є лінійною оболонкою мономів

{𝑥𝑖𝑦𝑖+2𝑙+1}𝑖,𝑙>0 та {𝑥𝑗+2𝑘+1𝑦𝑗}𝑗,𝑘>0.

Зрозуміло, що 𝑉1(𝑥𝑦) не можна породити одним елементом над k[𝑥2, 𝑦2, 𝑥𝑦],

бо в протилежному випадку многочлени 𝑥 та 𝑦, що містяться у 𝑉1(𝑥𝑦), ма-

ли б спільний дільник. З іншого боку, оскільки мономи 𝑥 та 𝑦 є твірними

k[𝑥2, 𝑦2, 𝑥𝑦]−модуля 𝑉1(𝑥𝑦), ми отримуємо сюр’єктивний гомоморфізм модулів

над кільцем k[𝑥2, 𝑦2, 𝑥𝑦]:

(k[𝑥2, 𝑦2, 𝑥𝑦])2 � 𝑉1(𝑥𝑦), (𝑎, 𝑏) ↦→ 𝑎𝑥+ 𝑏𝑦.

Припустімо, що 𝑉1(𝑥𝑦) є вільним модулем над 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑥2, 𝑦2, 𝑥𝑦]. Отже

маємо ізоморфізм 𝑉1(𝑥𝑦) ∼= (k[𝑥2, 𝑦2, 𝑥𝑦])𝑟, де 𝑟 > 1. Тоді, розглядаючи компо-

зицію

(k[𝑥2, 𝑦2, 𝑥𝑦])2 � 𝑉1(𝑥𝑦) ∼= (k[𝑥2, 𝑦2, 𝑥𝑦])𝑟 � (k[𝑥2, 𝑦2, 𝑥𝑦])2,

де остання стрілка є проекцією на довільні дві координати, отримуємо сюр’є-

ктивний ендоморфізм скінченнопородженого модуля (k[𝑥2, 𝑦2, 𝑥𝑦])2, який має

бути ізоморфізмом за теоремою Келі-Гамільтона. Отже, ізоморфізмом має бу-

ти кожен з компонованих гомоморфізмів, тому 𝑥 та 𝑦 мають бути вільними

твірними модуля 𝑉1(𝑥𝑦). Але між ними є нетривіальне співвідношення

𝑥𝑦 · 𝑥− 𝑥2 · 𝑦 = 0,

тому 𝑥 та 𝑦 не є вільними твірними модуля 𝑉1(𝑥𝑦). Таким чином власний простір

𝑉1(𝑥𝑦) не є вільним 𝐶𝑃2(k)(𝑥𝑦) модулем.

Кільце формальних степеневих рядів k[[𝑥, 𝑦]] від двох змінних над полем k,

разом з операцією взяття якобіану

[𝑓, 𝑔] :=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
· 𝜕𝑔
𝜕𝑦

− 𝜕𝑓

𝜕𝑦
· 𝜕𝑔
𝜕𝑥
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як вже згадувалося раніше є Пуассоновою алгеброю.

Зауважимо, що кільце степеневих рядів від двох змінних у простій характе-

ристиці 𝑝 може бути зображене, як k[[𝑥, 𝑦]] = k[[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]]⊗𝑃2(k), тобто довільний

ряд 𝑓 ∈ k[[𝑥, 𝑦]] можна зобразити у вигляді скінченної суми 𝑓 =
∑︀
𝑖

𝑔𝑖ℎ𝑖, де

𝑔𝑖 ∈ k[[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]], ℎ𝑖 ∈ 𝑃2(k). Звідси, а також з Леми 4.3.5 випливає існування

розкладу k[[𝑥, 𝑦]] =
∑︀𝑝−1

𝑖,𝑗=0 k[[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]]𝑥𝑖𝑦𝑗

Висновки до розділу 4

Цей розділ присвячений дослідженню структури алгебр Лі типу 𝑃2(k), тобто

алгебр Лі многочленів, раціональних функцій та рядів від двох змінних із дуж-

кою Лі, що визначається якобіаном [𝑓, 𝑔] = 𝜕𝑓
𝜕𝑥 ·

𝜕𝑔
𝜕𝑦 −

𝜕𝑓
𝜕𝑦 ·

𝜕𝑔
𝜕𝑥 .

Основні результати цього розділу опубліковано в статтях [48], [28] та [30].

На початку розділу досліджуються алгебри Лі типу 𝑃2(k) у характеристиці

нуль. Зокрема, у Твердженні 4.1.4 доводиться, що централізатор многочлена від

двох змінних 𝑓 співпадає з однопородженою алгеброю k[ℎ] для довільного поро-

джуючого для 𝑓 многочлена ℎ. У Твердженні 4.1.5 показано, що централізатори

елементів у алгебрі Лі 𝑃2(k) є в точності усіма її максимальними абелевими

підалгебрами.

Теорема 4.2.4 дає опис структури узагальнених власних просторів внутрішніх

диференціювань кільця многочленів від двох змінних, тобто описує структуру

просторів поліноміальних розв’язків 𝑔 диференціальних рівнянь 𝐷(𝑔) = 𝑎𝑔,

𝐷 = ad(𝑓), 𝑓, 𝑎 ∈ k[𝑥, 𝑦]. Доведено, що відмінні від нуля власні простори ди-

ференціювання ad(𝑓), де 𝑓 многочлен від двох змінних, є вільними модулями

рангу 1 над централізатором 𝐶𝑃2(k)(𝑓) многочлена 𝑓 .

У підрозділі 4.3 розглядається випадок простої характеристики основного

поля k. Однією з важливих відмінностей від випадку нульової характеристи-

ки є те, що алгебри типу 𝑃2(k) у простій характеристиці мають нетривіальний
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центр. Так, центр алгебри 𝑃2(k) співпадає k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]. Більше того, 𝑃2(k) є вільним

модулем рангу 𝑝2 над центром k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]. Відзначимо, що питання побудови

вільних твірних не розглядалося в дисертаційній роботі у випадку характери-

стики 𝑝 > 2, і є дуже цікавим, оскільки наведені теореми існування дають

небагато інформації про можливу побудову цих твірних (у випадку характе-

ристики 𝑝 = 2 метод побудови твірних не є складним і випливає з їх опису).

Теорема 4.3.8 є уточненням відомого твердження про те, що централізатори

многочленів 𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦] ∖ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝] є вільними k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]−модулями, у ній доведе-

но, що централізатор 𝐶𝑃2(k)(𝑓) є вільним k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]−модулем рангу 𝑝. Аналогічно

до випадку характеристики нуль, множина максимальних абелевих підалгебр

у алгебрах 𝑃2(k) та ̃︁𝑃2(k) співпадає з множиною централізаторів елементів 𝑓 ,

які не містяться у центрі (Теорема 4.3.9).



Розділ 5

Спеціальна афінна алгебра Лі 𝑠𝑎2(k)

В цьому розділі вивчається алгебра Лі диференціювань кільця многочленів від

двох змінних з нульовою дивергенцією. Основні питання, які розглядаються –

це централізатори елементів та максимальні абелеві підалгебри цієї алгебри Лі.

Основна ідея дослідження полягає в тому, щоб піднятися в більшу алгебру Лі

𝑃2(k), знайти там всю необхідну інформацію, використовуючи результати попе-

реднього розділу, а потім знову опуститися в алгебру Лі диференціювань. При

цьому навіть в характеристиці 0 виникає багато проблем, а в додатній характе-

ристиці в повному об’ємі ця програма взагалі не може бути виконана. Тому ре-

зультати цього розділу дуже відрізняються за своєю повнотою опису – достатньо

повний опис централізаторів елементів в характеристиці 0 і загальна характе-

ризація в простій характеристиці. Основна причина тут - неможливість знайти

потенціал для багатьох класів диференціювань в простій характеристиці.

5.1 Спеціальна афінна алгебра Лі 𝑠𝑎2(k) в характеристиці

нуль

Нагадаємо, що довільне k−диференціювання кільця многочленів k[𝑥, 𝑦] цілком

визначається своїми значеннями на 𝑥 i 𝑦, тому довільне диференціювання
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k−алгебри k[𝑥, 𝑦] має вигляд

𝐷 = 𝑃
𝜕

𝜕𝑥
+𝑄

𝜕

𝜕𝑦

для деяких многочленів 𝑃,𝑄 ∈ k[𝑥, 𝑦]. Ми розглядатимемо диференціювання із

нульовою дивергенцією, тобто такі диференціювання 𝐷 = 𝑃 𝜕
𝜕𝑥 +𝑄 𝜕

𝜕𝑦 , для яких

div(𝐷) := 𝜕𝑃
𝜕𝑥 + 𝜕𝑄

𝜕𝑦 = 0. Диференціювання такого виду утворюють підалгебру

Лі 𝑠𝑎2(k) у алгебрі Лі Der(k[𝑥, 𝑦]) усіх диференціювань кільця многочленів від

двох змінних.

Нагадаємо також наступну добре відому умову існування потенціалу.

Лема 5.1.1. Нехай 𝑄 та 𝑃 многочлени від двох змінних. Тоді система рівнянь⎧⎨⎩
𝜕𝜙
𝜕𝑥 = 𝑄,

𝜕𝜙
𝜕𝑦 = −𝑃

(5.1)

має розв’язки тоді і лише тоді, коли 𝜕𝑃
𝜕𝑥 + 𝜕𝑄

𝜕𝑦 = 0 (нагадаємо, що довільний

розв’язок системи (5.1) називається потенціалом для 1−форми 𝑄𝑑𝑥− 𝑃𝑑𝑦).

Доведення. Зрозуміло, що якщо розв’язок системи (5.1) існує, то 𝜕𝑃
𝜕𝑥 + 𝜕𝑄

𝜕𝑦 =

− 𝜕2𝜙
𝜕𝑥𝜕𝑦 + 𝜕2𝜙

𝜕𝑦𝜕𝑥 = 0.

Нехай тепер виконується умова 𝜕𝑃
𝜕𝑥 + 𝜕𝑄

𝜕𝑦 = 0. Нехай 𝑄̃ первісна для𝑄 відносно

змінної 𝑥, тобто многочлен, для якого виконується 𝜕𝑄̃
𝜕𝑥 = 𝑄. Тоді

𝜕

𝜕𝑥

(︃
𝜕𝑄̃

𝜕𝑦
+ 𝑃

)︃
=

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
𝑄̃+

𝜕𝑃

𝜕𝑥
=
𝜕𝑄

𝜕𝑦
+
𝜕𝑃

𝜕𝑥
= 0,

що означає 𝜕𝑄̃
𝜕𝑦 + 𝑃 = 𝑏(𝑦) ∈ k[𝑦]. Нехай 𝑎(𝑦) ∈ k[𝑦] це первісна для −𝑏(𝑦),

тобто має місце 𝑎′(𝑦) = −𝑏(𝑦). Покладімо 𝜙 = 𝑄̃ + 𝑎. Тоді 𝜕𝜙
𝜕𝑥 = 𝜕𝑄̃

𝜕𝑥 = 𝑄 та
𝜕𝜙
𝜕𝑦 = 𝜕𝑄̃

𝜕𝑦 + 𝑎′(𝑦) = 𝜕𝑄̃
𝜕𝑦 − 𝑏(𝑦) = −𝑃 . Лему доведено.

В цьому підрозділі ми даємо опис централізаторів елементів і максимальних

абелевих підалгебр в алгебрі 𝑠𝑎2(k). Ключовим для цього є наступне просте

спостереження.
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Лема 5.1.2. Алгебра Лі 𝑠𝑎2(k) ізоморфна факторалгебрі алгебри 𝑃2(k) за

ідеалом 𝑍(𝑃2(k)) = k.

Доведення. Як вже згадувалося раніше довільний елемент 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑃2(k) ви-

значає внутрішнє диференціювання ad 𝑓 : 𝑃2(k) → 𝑃2(k), ad 𝑓(𝑔) = [𝑓, 𝑔] алге-

бри Лі 𝑃2(k). Лінійне відображення ad є гомомоморфізмом алгебр Лі

ad : 𝑃2(k) → Der(k[𝑥, 𝑦]).

Ядром цього гомоморфізму Алгебр Лі є центр 𝑍(𝑃2(k)) алгебри 𝑃2(k), що за

Лемою 4.1.3 співпадає з полем k, що розглядається як абелева підалгебра алге-

бри 𝑃2(k). Розглянемо довільний многочлен 𝑓 ∈ 𝑃2(k). Із означення дужки Лі

в алгебрі 𝑃2(k)

[𝑓, 𝑔] =
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑔

𝜕𝑦
− 𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑔

𝜕𝑥

випливає, що

ad 𝑓 = −𝜕𝑓
𝜕𝑦

· 𝜕
𝜕𝑥

+
𝜕𝑓

𝜕𝑥
· 𝜕
𝜕𝑦
.

Отже дивергенція внутрішнього диференціювання ad 𝑓 дорівнює

div(ad 𝑓) =
𝜕

𝜕𝑥

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥

)︂
= − 𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
= 0.

Тому ad 𝑓 ∈ 𝑠𝑎2(k), отже образ відображення ad міститься в 𝑠𝑎2(k): ad(𝑃2(k)) ⊆
𝑠𝑎2(k).

Покажемо, що образ ad насправді співпадає з 𝑠𝑎2(k). Нехай 𝐷 = 𝑃 (𝑥, 𝑦) 𝜕
𝜕𝑥 +

𝑄(𝑥, 𝑦) 𝜕
𝜕𝑦 довільний елемент алгебри 𝑠𝑎2(k), тобто 𝜕𝑃

𝜕𝑥 + 𝜕𝑄
𝜕𝑦 = 0. За Лемою 5.1.1

ця умова забезпечує існування многочлена 𝜙(𝑥, 𝑦) (потенціалу) такого, що

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 𝑄(𝑥, 𝑦),

𝜕𝜙

𝜕𝑦
= −𝑃 (𝑥, 𝑦).

Для 𝜙 ми отримуємо

[𝜙, 𝑥] = −𝜕𝜙
𝜕𝑦

= 𝑃 (𝑥, 𝑦), [𝜙, 𝑦] =
𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 𝑄(𝑥, 𝑦),
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іншими словами ad(𝜙) = 𝐷, що доводить сюр’єктивність відображення ad :

𝑃2(k) → 𝑠𝑎2(k). Оскільки, як було зазначено вище, ker ad = 𝑍(𝑃2(k)) = k,

отримуємо 𝑃2(k)/k ≃ 𝑠𝑎2(k). Лему доведено.

В наступній теоремі дано опис централізаторів елементів в алгебрі 𝑠𝑎2(k).

Теорема 5.1.3. Нехай 𝐷 = 𝑃 (𝑥, 𝑦) 𝜕
𝜕𝑥 +𝑄(𝑥, 𝑦) 𝜕

𝜕𝑦 відмінний від нуля елемент

алгебри Лі 𝑠𝑎2(k). Нехай 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ k[𝑥, 𝑦] такий многочлен, що 𝜕𝑓
𝜕𝑥 = 𝑄(𝑥, 𝑦),

𝜕𝑓
𝜕𝑦 = −𝑃 (𝑥, 𝑦) і нехай 𝑓 породжуючий многочлен многочлена 𝑓 . Тоді

1) якщо 𝑓(𝑥, 𝑦) не многочлен Якобі, то

𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) = k[𝑓 ]

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
;

2) якщо 𝑓(𝑥, 𝑦) многочлен Якобі і 𝑔(𝑥, 𝑦) такий многочлен, що det(𝐽(𝑓, 𝑔)) ∈
k*, то

𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) = k[𝑓 ] ad 𝑓 + k ad 𝑔 = k[𝑓 ]𝐷 + k
(︂
−𝜕𝑔
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
.

Доведення. За Твердженням 4.1.4 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑓 ]. Гомоморфізм ad : 𝑃2(k) →
𝑠𝑎2(k) відображає многочлен 𝑓 у диференціювання ad 𝑓 = −𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦 а мно-

гочлен 𝑓 у диференціювання 𝐷. Нехай

𝐷1 = 𝑃1(𝑥, 𝑦)
𝜕

𝜕𝑥
+𝑄1(𝑥, 𝑦)

𝜕

𝜕𝑦

це довільний відмінний від нуля елемент, що належить до централізатора

𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) диференціювання 𝐷. За Лемою 5.1.2 існує многочлен 𝑓1(𝑥, 𝑦), такий

що ad 𝑓1 = 𝐷1. Оскільки 𝐷1 комутує з диференціюванням 𝐷, маємо

0 = [𝐷,𝐷1] = [ad 𝑓, ad 𝑓1] = ad[𝑓, 𝑓1],

звідки випливає, що [𝑓, 𝑓1] міститься у ядрі гомоморфізму ad, тобто у центрі

𝑍(𝑃2(k)) = k алгебри 𝑃2(k), що співпадає з полем k.
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1) Якщо 𝑓 не є многочленом Якобі, то тоді [𝑓, 𝑓1] = 0. Тому многочлен 𝑓1

належить до централізатора 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑓 ] многочлену 𝑓 . Ми показали таким

чином, що прообраз централізатора 𝐷 відносно гомоморфізму ad : 𝑃2(k) →
𝑠𝑎2(k) співпадає з централізатором многочлена 𝑓 :

ad−1(𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷)) = 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑓 ].

Використовуючи сюр’єктивність гомоморфізму ad отримуємо

𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) = ad(k[𝑓 ]) = k[𝑓 ]

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
,

що й доводить першу частину теореми.

2) Нехай тепер 𝑓 многочлен Якобі, тобто існує многочлен 𝑔, такий що

[𝑓, 𝑔] = det(𝐽(𝑓, 𝑔)) = 𝑐 ∈ k*. Зауважимо, що за Лемою 3.1.5 многочлени Якобі

є замкненими многочленами, тому ми можемо припустити, що 𝑓 = 𝑓 . Оскільки

[ad 𝑓, ad 𝑔] = ad[𝑓, 𝑔] = ad 𝑐 = 0, отримуємо ad 𝑔 ∈ 𝐶𝑠𝑎2(k)(ad 𝑓) = 𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷).

Покажемо, що

ad−1(𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷)) = {ℎ ∈ 𝑃2(k)| [𝑓, ℎ] ∈ k} = k[𝑓 ] + k𝑔.

Дійсно, нехай многочлен ℎ міститься в прообразі централізатора диференцію-

вання 𝐷. Це означає, що [𝐷, adℎ] = 0. Тоді з рівностей

[𝐷, adℎ = [ad 𝑓, adℎ] = ad[𝑓, ℎ]

випливає, що [𝑓, ℎ] міститься в ядрі ad, тобто належить полю k. Нехай [𝑓, ℎ] =

𝛼 ∈ k. Використовуючи [𝑓, 𝑔] = 𝑐 ̸= 0, отримуємо [𝑓, ℎ] = 𝛼𝑐−1𝑐 = 𝛼𝑐−1[𝑓, 𝑔],

тобто

[𝑓, ℎ− 𝛼𝑐−1𝑔] = 0.

Таким чином ℎ−𝛼𝑐−1𝑔 міститься у централізаторі многочлена 𝑓 , і ℎ міститься

у 𝐶𝑃2(k)(𝑓) + k𝑔. З іншого боку, для довільного многочлена ℎ із 𝐶𝑃2(k)(𝑓) + k𝑔,
обертаючи імплікації у попередньому міркуванні, отримуємо [adℎ,𝐷] = 0. Ми
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довели, що прообраз централізатора𝐷 співпадає із 𝐶𝑃2(k)(𝑓)+k𝑔. Але, оскільки,

як було згадано вище, з того, що 𝑓 є многочленом Якобі, випливає 𝑓 = 𝑓 , за

Твердженням 4.1.4 маємо 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑓 ], отже дійсно

ad−1(𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷)) = k[𝑓 ] + k𝑔.

Тому, знову користуючись сюр’єктивністю гомоморфізму

ad : 𝑃2(k) → 𝑠𝑎2(k),

отримуємо

𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) = ad(ad−1(𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷))) = ad(k[𝑓 ] + k𝑔) =

= k[𝑓 ] ad 𝑓 + k ad 𝑔 = k[𝑓 ]𝐷 + k
(︂
−𝜕𝑔
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
,

що й доводить теорему.

Зауваження 5.1.4. З Наслідку 3.1.11 випливає, що у випадку алгебраїчно за-

мкненого поля многочлен 𝑓 у Теоремі 5.1.3 можна обрати незвідним.

Зауваження 5.1.5. З опису централізаторів, наведеного в Теоремі 5.1.3

випливає, що централізатор диференціювання, що відповідає неякобієвому

многочлену, є абелевою підалгеброю, а централізатор диференціювання, що

відповідає многочлену Якобі, є розв’язною алгеброю ступеня розв’язності 2.

Доведення. Дійсно, у першому випадку, коли многочлен 𝑓 не є многочленом

Якобі, централізатор 𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) є образом абелевої підалгебри 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑓 ].

У випадку ж многочлена Якобі централізатор є образом алгебри k[𝑓 ] + k𝑔. Із

рівності

[Φ(𝑓) + 𝛼𝑔,Ψ(𝑓) + 𝛽𝑔] = Φ′(𝑓)[𝑓, 𝑔] + Ψ′(𝑓)[𝑔, 𝑓 ] = (Φ′(𝑓) − Ψ′(𝑓))𝑐,

де [𝑓, 𝑔] = 𝑐 ∈ k*, випливає, що [k[𝑓 ] + k𝑔,k[𝑓 ] + k𝑔] ⊆ k[𝑓 ], отже алгебра

k[𝑓 ] + k𝑔 є розв’язною алгеброю довжини 2. При переході до гомоморфного
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образу під дією ad ступінь розв’язності цієї алгебри Лі залишається, як неважко

переконатися, рівною 2.

Приклад 5.1.6. Розглянемо диференціювання з нульовою дивергенцією

𝐷 = −(2𝑥2𝑦 + 𝑥)
𝜕

𝜕𝑥
+ (2𝑥𝑦2 + 𝑦)

𝜕

𝜕𝑦
.

Це диференціювання є образом многочлена 𝑓 = 𝑥2𝑦2 + 𝑥𝑦 під дією гомо-

морфізму ad. Дійсно, −𝜕𝑓
𝜕𝑦 = −(2𝑥2𝑦 + 𝑥) i 𝜕𝑓

𝜕𝑥 = 2𝑥𝑦2 + 𝑦, тому ad(𝑓) =

−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦 = 𝐷. Многочлен 𝑥𝑦 є породжуючим для 𝑓 (див. Приклад 4.1.6).

Крім того 𝑥𝑦 не є многочленом Якобі (див. Приклад 3.1.7). Тому за Теоре-

мою 5.1.3 централізатор диференціювання 𝐷 співпадає з

k[𝑥𝑦] ad(𝑥𝑦) = k[𝑥𝑦]

(︂
−𝑥 𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕

𝜕𝑦

)︂
.

Приклад 5.1.7. Розглянемо диференціювання з нульовою дивергенцією

𝐷 = −2𝑦
𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
.

Для многочлена 𝑓 = 𝑥 + 𝑦2 маємо ad 𝑓 = 𝐷, причому многочлен 𝑓 є мно-

гочленом Якобі: для 𝑔 = 𝑦 виконується [𝑓, 𝑔] = 1. Тому за Теоремою 5.1.3,

враховуючи, що ad 𝑦 = − 𝜕
𝜕𝑥 , централізатор диференціювання 𝐷 співпадає з

k[𝑥+ 𝑦2]𝐷 + k(− 𝜕

𝜕𝑥
) = k[𝑥+ 𝑦2]𝐷 + k

𝜕

𝜕𝑥
.

Як бачимо у доведенні Теореми 5.1.3, підалгебри в 𝑃2(k) типу

k[𝑓 ] + k𝑔, [𝑓, 𝑔] ∈ k*

виникають природним чином при спробах дослідити питання про комутування

двох диференціювань з нульовою дивергенцією кільця многочленів k[𝑥, 𝑦]. Нам

знадобляться деякі властивості таких підалгебр.
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Лема 5.1.8. Нехай 𝐿 = k[𝑓 ] + k𝑔 підалгебра алгебри Лі 𝑃2(k) з det(𝐽(𝑓, 𝑔)) =

𝑐 ∈ k*. Якщо 𝐴 нільпотентна підалгебра алгебри 𝐿 класу нільпотентності

щонайбільше 2, тоді або 𝐴 ⊆ k[𝑓 ], або 𝐴 міститься у підалгебрі виду k+k𝑓+

k(𝑔 + 𝑝(𝑓)) для деякого многочлена 𝑝(𝑡) ∈ k[𝑡].

Доведення. Припустимо, що𝐴 не міститься у k[𝑓 ]. Оскільки розмірність вектор-

ного простору 𝐿/k[𝑓 ] дорівнює 1, то k−підпростір 𝐴∩ k[𝑓 ] має корозмірність 1

у 𝐴. Тому 𝐴 = (𝐴 ∩ k[𝑓 ]) + k(𝑔 + 𝑝(𝑓)) для деякого многочлена 𝑝(𝑡) ∈ k[𝑡]. З

огляду на те, що для довільного многочлена 𝑞(𝑡) ∈ k[𝑡] має місце

[𝑞(𝑓), 𝑔 + 𝑝(𝑓)] = 𝑞′(𝑓)[𝑓, 𝑔] = 𝑞′(𝑓) · 𝑐,

і оскільки клас нільпотентності 𝐴 не перевищує 2 за умовою леми, отримуємо,

що

[𝑞′(𝑓), 𝑔] = 𝑞′′(𝑓)[𝑓, 𝑔] = 𝑞′′(𝑓)𝑐 = 0,

отже підпростір𝐴∩k[𝑓 ] не може містити многочленів степеня> 1. Тому перетин

𝐴 ∩ k[𝑓 ] міститься в підалгебрі k + k𝑓 , і тому 𝐴 ⊆ k + k𝑓 + k(𝑔 + 𝑝(𝑓)), що й

потрібно було довести.

Теорема 5.1.9. Нехай 𝐴 максимальна абелева підалгебра алгебри Лі 𝑠𝑎2(k).

Тоді

1) якщо dim𝐴 = ∞, то

𝐴 = k[𝑓 ]

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
,

де 𝑓(𝑥, 𝑦) замкнений многочлен.

Навпаки, для довільного замкненого многочлена 𝑓 , алгебра

k[𝑓 ]

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
є максимальною абелевою підалгеброю в 𝑠𝑎2(k);
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2) якщо dim𝐴 <∞ то

𝐴 = k𝐷1 + k𝐷2,

де 𝐷1 = −𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦 , і 𝐷2 = −𝜕𝑔

𝜕𝑦
𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑔

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦 для деякої пари многочленів 𝑓 та

𝑔, таких що [𝑓, 𝑔] = det(𝐽(𝑓, 𝑔)) ∈ k*.
Навпаки, для довільних многочленів 𝑓, 𝑔 з умовою det(𝐽(𝑓, 𝑔)) ∈ k* підалгеб-

ра

k𝐷1 + k𝐷2,

де 𝐷1 і 𝐷2 визначені як і вище, є максимальною абелевою підалгеброю в 𝑠𝑎2(k).

Доведення. Нехай 𝐷 довільний відмінний від нуля елемент алгебри Лі 𝐴. Тоді

𝐴 ⊆ 𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) і очевидно 𝐴 є максимальною абелевою підалгеброю у 𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷).

За Теоремою 5.1.3 або

𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) = k[𝑓 ]

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
,

або

𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) = k[𝑓 ]

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
+ k

(︂
−𝜕𝑔
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
.

У першому випадку 𝑓 є замкненим многочленом, у другому ж випадку много-

члени 𝑓 і 𝑔 задовольняють умову [𝑓, 𝑔] ∈ k*. У першому випадку 𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) є

абелевою підалгеброю. Тому, 𝐴 = 𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) = k[𝑓 ]
(︁
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦

)︁
.

Розглянемо другий випадок. Позначимо 𝐿 = ad−1(𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷)) прообраз цен-

тралізатора елемента 𝐷 відносно відображення ad : 𝑃2(k) → 𝑠𝑎2(k). Тоді

підалгебра ad−1(𝐴) в 𝑃2(k) є також підалгеброю алгебри 𝐿. Легко бачити, що

𝐿 = k[𝑓 ]+k𝑔. Оскільки ker ad = 𝑍(𝑃2(k)) = k, маємо, що ad−1(𝐴) нільпотентна

підалгебра у алгебрі 𝐿 класу нільпотентності 6 2. За Лемою 5.1.8 має місце або

ad−1(𝐴) ⊆ k[𝑓 ], або ad−1(𝐴) ⊆ k+ k𝑓 + k(𝑔+ 𝑝(𝑓)) для деякого многочлена від

однієї змінної 𝑝(𝑡) ∈ k[𝑡].
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З включення ad−1(𝐴) ⊆ k[𝑓 ] випливає 𝐴 ⊆ ad(k[𝑓 ]). Оскільки алгебра

ad(k[𝑓 ]) абелева і 𝐴 є максимальною абелевою підалгеброю в алгебрі 𝑠𝑎2(k),

отримуємо, що 𝐴 = k[𝑓 ]
(︁
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦

)︁
.

Нехай тепер ad−1(𝐴) ⊆ k+k𝑓 +k(𝑔+ 𝑝(𝑓)). Застосовуючи відображення ad,

отримуємо включення

𝐴 ⊆ ad(k + k𝑓 + k(𝑔 + 𝑝(𝑓))) = k𝐷1 + k𝐷2,

де 𝐷1 = ad 𝑓 і 𝐷2 = ad(𝑔 + 𝑝(𝑓)). Підалгебра k𝐷1 + k𝐷2 є абелевою і тому,

оскільки 𝐴 максимальна абелева підалгебра, 𝐴 = k𝐷1 + k𝐷2. Перепозначаючи

𝑔 + 𝑝(𝑓) за допомогою 𝑔, маємо 𝐷1 = ad 𝑓,𝐷2 = ad 𝑔. Ми довели необхідність

умов з обох частин теореми.

Нехай 𝑓 замкнений многочлен. Ми покажемо, що k[𝑓 ]
(︁
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦

)︁
є ма-

ксимальною абелевою підалгеброю в 𝑠𝑎2(k). Зрозуміло, що, оскільки 𝑓 замкне-

ний, за Твердженням 4.1.5 k[𝑓 ] є максимальною абелевою підалгеброю в 𝑃2(k).

Очевидно, що

ad(k[𝑓 ]) = k[𝑓 ]

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
абелева підалгебра в 𝑠𝑎2(k). Припустімо, що ad(k[𝑓 ]) не є максимальною абе-

левою підалгеброю. Тоді вона є власною підалгеброю у деякій максимальній

абелевій підалгебрі 𝐵 алгебри 𝑠𝑎2(k). Оскільки dim𝐵 = ∞, як було показано

вище, існує замкнений многочлен 𝑔, такий що

𝐵 = k[𝑔]

(︂
−𝜕𝑔
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
.

Звідси легко отримується, що k[𝑓 ] є власною підалгеброю у ad−1(𝐵) = k[𝑔]. Це

неможливо за Лемою 3.1.1, оскільки k[𝑓 ] максимальна підалгебра у множині

підалгебр алгебри 𝑃2(k) вигляду k[ℎ]. Це доводить, що k[𝑓 ]
(︁
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦

)︁
максимальна абелева підалгебра у 𝑠𝑎2(k).

Нехай тепер 𝑓 і 𝑔 два многочлени із k[𝑥, 𝑦], такі що [𝑓, 𝑔] ∈ k*. Тоді дифе-

ренціювання 𝐷1 = ad 𝑓 і 𝐷2 = ad 𝑔 комутують. Отже 𝐴 = k𝐷1+k𝐷2 є абелевою
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двовимірною підалгеброю в 𝑠𝑎2(k). Припустимо, що 𝐴 не максимальна абеле-

ва підалгебра алгебри 𝑠𝑎2(k). Тоді 𝐴 міститься у деякій максимальній абелевій

підалгебрі 𝐵 алгебри 𝑠𝑎2(k). Якщо dim𝐵 = ∞, за доведеним вище,

𝐵 = k[ℎ]

(︂
−𝜕ℎ
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕ℎ

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
для деякого замкненого многочлена ℎ. Тоді ad−1(𝐵) = k[ℎ] абелева підалгебра

в 𝑃2(k), що містить неабелеву підалгебру k + k𝑓 + k𝑔. Це неможливо, і тому

dim𝐵 < ∞. Отже, за доведеним вище, dim𝐵 = 2. Звідси випливає 𝐴 = 𝐵

, що суперечить нашому припущенню. Отримане протиріччя доводить, що 𝐴

максимальна абелева підалгебра в 𝑠𝑎2(k). Достатність умов з обох тверджень

Теореми доведено.

Якщо поле k алгебраїчно замкнене, то за Теоремою 3.1.10 замкнені много-

члени можна замінити на незвідні. Отримуємо наступний наслідок.

Наслідок 5.1.10. Нехай поле k алгебраїчно замкнене, тоді

1) нескінченновимірними максимальними абелевими підалгебрами в 𝑠𝑎2(k)

є в точності підалгебри виду

𝐴 = k[𝑓 ] ad 𝑓 = k[𝑓 ]

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
,

де 𝑓(𝑥, 𝑦) незвідний многочлен;

2) скінченновимірними максимальними абелевими підалгебрами у алгебрі

Лі 𝑠𝑎2(k) є в точності підалгебри виду

𝐴 = k𝐷1 + k𝐷2,

де 𝐷1 = ad(𝑓) = −𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦 , 𝐷2 = ad 𝑔 = −𝜕𝑔

𝜕𝑦
𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑔

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦 і многочлени 𝑓 та 𝑔

є незвідними та утворюють Якобієву пару, тобто [𝑓, 𝑔] = det(𝐽(𝑓, 𝑔)) ∈ k*.

Приклад 5.1.11. Розглянемо Якобієву пару многочленів 𝑓 = 𝑥 + 𝑦2, 𝑔 = 𝑦 з

Прикладу 5.1.7.
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Ці многочлени є замкненими як многочлени Якобі. Тоді алгебри

k[𝑓 ] ad 𝑓 = k[𝑥+ 𝑦2]

(︂
−2𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦

)︂
та

k[𝑔] ad 𝑔 = k[𝑦]
𝜕

𝜕𝑥

є прикладами нескінченновимірних максимальних абелевих підалгебр у 𝑠𝑎2(k),

а алгебра

k
(︂
−2𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦

)︂
+ k

𝜕

𝜕𝑥

є прикладом скінченновимірної максимальної абелевої підалгебри у 𝑠𝑎2(k).

Розглянемо підалгебру Лі 𝐿 алгебри усіх диференціювань Der(k[𝑥, 𝑦]) кільця

многочленів від двох змінних, що складається з диференціювань зі сталою ди-

вергенцією, тобто

𝐿 = {𝐷 ∈ Der(k[𝑥, 𝑦] | div𝐷 ∈ k)}.

Тоді 𝐿 містить у собі 𝑠𝑎2(k). Оскільки для довільного диференціювання 𝐷 ∈
Der(k[𝑥, 𝑦]) з div𝐷 = 1 і для довільного 𝐷1 ∈ Der(k[𝑥, 𝑦]) з div𝐷1 = 𝑎 ∈ k має

місце div(𝑎𝐷−𝐷1) = 0, то 𝐿 = k𝐷+𝑠𝑎2(k) для довільного диференціювання 𝐷

з div𝐷 = 1 (або для 𝐷 з div𝐷 ∈ k*). Тому 𝑠𝑎2(k) є підалгеброю корозмірності 1

у 𝐿. Наступне твердження дає опис централізаторів елементів з 𝑠𝑎2(k) у алгебрі

𝐿.

Твердження 5.1.12. Нехай 𝐷 ∈ 𝑠𝑎2(k) і нехай 𝐿 алгебра диференціювань

кільця k[𝑥, 𝑦] зі сталою дивергенцією. Якщо існує диференціювання 𝐷1 ∈ 𝐿 ∖
𝑠𝑎2(k), таке що [𝐷,𝐷1] = 0, тоді

𝐶𝐿(𝐷) = k𝐷1 + 𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷).

В іншому ж випадку

𝐶𝐿(𝐷) = 𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷).
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Доведення. Припустимо, що існує диференціювання 𝐷1 ∈ 𝐿, div𝐷1 ̸= 0, таке

що [𝐷,𝐷1] = 0. Оскільки елементи з 𝐿 мають загальний вигляд 𝑎𝐷1 + 𝐷2, де

𝑎 ∈ k і 𝐷2 ∈ 𝑠𝑎2(k), ми отримуємо, що [𝐷, 𝑎𝐷1 + 𝐷2] = 0 тоді і лише тоді,

коли [𝐷,𝐷2] = 0, тобто тоді і лише тоді,коли 𝐷2 ∈ 𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷). В цьому випадку

𝐶𝐿(𝐷) = k𝐷1 + 𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷).

Якщо ж елементів зі сталою відмінною від нуля дивергенцією, що комутують

з 𝐷 не існує, тоді 𝐶𝐿(𝐷) ⊆ 𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷), а значить і 𝐶𝐿(𝐷) = 𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷).

Лема 5.1.13. Нехай 𝐷 = ad 𝑓 ∈ 𝑠𝑎2(k), нехай 𝜆 ∈ k*. Нехай

𝑉𝜆(𝐷) ={𝐷1 ∈ 𝑠𝑎2(k)| [𝐷,𝐷1] = 𝜆𝐷1} та

𝑉𝜆(𝑓) ={𝑔 ∈ 𝑃2(k)| [𝑓, 𝑔] = 𝜆𝑔}

власні простори, що відповідають власному числу 𝜆 у 𝑠𝑎2(k) та 𝑃2(k)

відповідно. Тоді 𝑉𝜆(𝐷) = ad(𝑉𝜆(𝑓)).

Доведення. Зауважимо, що включення 𝑉𝜆(𝐷) ⊇ ad(𝑉𝜆(𝑓)) є очевидним. Дове-

демо включення 𝑉𝜆(𝐷) ⊆ ad(𝑉𝜆(𝑓)). Дійсно, нехай 𝐷1 = ad 𝑔 ∈ 𝑠𝑎2(k). Тоді

𝐷1 ∈ 𝑉𝜆(𝐷) за означенням тоді і лише тоді, коли [𝐷,𝐷1] = 𝜆𝐷1. Оскільки

𝐷 = ad 𝑓 і 𝐷1 = ad 𝑔, останнє є еквівалентним до [ad 𝑓, ad 𝑔] = 𝜆 ad 𝑔 або

ad([𝑓, 𝑔]) = ad(𝜆𝑔). Зрештою, використовуючи, що ker ad = k, маємо умову

належності 𝐷1 до власного простору 𝑉𝜆(𝐷):

[𝑓, 𝑔] = 𝜆𝑔 + 𝜇, 𝜇 ∈ k.

Але, оскільки 𝜆 ̸= 0, останнє записується як [𝑓, 𝑔 + 𝜆−1𝜇] = [𝑓, 𝑔] = 𝜆𝑔 + 𝜇 =

𝜆(𝑔+𝜆−1𝜇). Отже𝐷1 міститься у 𝑉𝜆(𝐷) тоді і лише тоді, коли 𝑔+𝜆−1𝜇 належить

простору 𝑉𝜆(𝑓) для деяких 𝜆, 𝜇 ∈ k. Оскільки 𝐷1 = ad 𝑔 = ad(𝑔 + 𝜆−1𝜇),

отримуємо необхідне твердження.

Лема 5.1.13 разом з Теоремою 4.2.4 може бути застосована до обчислення

власних просторів диференціювань 𝑉𝜆(𝐷), 𝐷 ∈ 𝑠𝑎2(k), 𝜆 ∈ k*.
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Зауважимо, що в загальному випадку задача знаходження підпросторів уза-

гальнених власних векторів для диференціювань алгебри Лі 𝑃2(k) є дуже важ-

кою: в роботі Ю.Стейна [60] сформульовано проблему опису многочленів 𝑓(𝑥, 𝑦)

над полем характеристики 0, для яких існують многочлени 𝑔(𝑥, 𝑦) такі, що

[𝑓, 𝑔] = 𝑔. Зауважимо, що це фактично означає, що потрібно описати неабе-

леві підалгебри розмірності 2 в алгебрі Лі 𝑠𝑎2(k). При цьому опис двовимірних

абелевих підалгебр алгебри 𝑠𝑎2(k) дає теорема 5.1.9.
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5.2 Алгебри Лі ̃︁𝑠𝑎2(k) та 𝑠𝑎pow
2 (k).

Ідея опису централізаторів, описана для 𝑠𝑎2(k) у попередньому підрозділі, не

працює повною мірою для алгебри ̃︁𝑠𝑎2(k) (нагадаємо, що це алгебра Лі всіх

диференціювань поля раціональних функцій від двох змінних над полем k з

нульовою дивергенцією). Причина полягає у тому, що образ гомоморфізму ad :̃︁𝑃2(k) → Der(k(𝑥, 𝑦)) лише міститься у ̃︁𝑠𝑎2(k), але, взагалі кажучи, не співпадає

з цією алгеброю. Це пояснюється тим, що потенціал для диференціювання з

раціональними коефіцієнтами не зобов’язаний бути раціональною функцією.

Наприклад, для диференціювання з нульовою дивергенцією 𝐷 = −1
𝑦
𝜕
𝜕𝑥 не існує

раціональної функції 𝜙 з ad𝜙 = 𝐷, бо тоді б ми мали 𝜕𝜙
𝜕𝑦 = 1

𝑦 , що неможливо.

Найбільше, що ми можемо зробити, це обмежитися образом гомоморфізму

ad і описати централізатори і максимальні підалгебри для цієї достатньо великої

підалгебри в ̃︁𝑠𝑎2(k).

Очевидно, справедливе наступне твердження, доведення якого повторює до-

ведення леми 5.1.2.

Лема 5.2.1. Алгебра Лі ad(̃︁𝑃2(k)) ізоморфна факторалгебрі алгебри ̃︁𝑃2(k) за

її центром 𝑍(̃︁𝑃2(k)) = k.

Мають місце наступні результати, що є аналогами Теорем 5.1.3 i 5.1.9. Ми

наводимо схему доведення, оскільки в наступному твердженні мова йде про

централізатори елементів не у всій алгебрі Лі ̃︁𝑠𝑎2(k), а лише в її підалгебрі

ad(̃︁𝑃2(k)).

Твердження 5.2.2. Нехай 𝐷 = 𝑃 (𝑥, 𝑦) 𝜕
𝜕𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦) 𝜕

𝜕𝑦 відмінний від нуля еле-

мент алгебри Лі ad(̃︁𝑃2(k)). Нехай 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ k(𝑥, 𝑦) потенціал, тобто така

раціональна функція, що 𝜕𝑓
𝜕𝑥 = 𝑄(𝑥, 𝑦) та 𝜕𝑓

𝜕𝑦 = −𝑃 (𝑥, 𝑦). Нехай 𝑓 породжуюча

раціональна функція для 𝑓 . Тоді
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1) якщо 𝑓(𝑥, 𝑦) не є раціональною функцією Якобі, то

𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷) = k(𝑓) ·

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
;

2) якщо 𝑓(𝑥, 𝑦) Якобієва раціональна функція і 𝑔(𝑥, 𝑦) раціональна функція,

така що [𝑓, 𝑔] ∈ k*, то

𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) = k(𝑓) ·
(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
+ k ·

(︂
−𝜕𝑔
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
.

І дея, як і у випадку многочленів, полягає у наступному. Для ди-

ференціювання 𝐷 ∈ Im ad, використовуючи опис централізаторів елементів у̃︁𝑃2(k), ми дамо опис прообразу ad−1(𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷)) централізатора 𝐶

ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷)

відносно ad : ̃︁𝑃2(k) → ad(̃︁𝑃2(k)) і скористаємося тим, що

𝐶̃︁𝑃2(k)(𝐷) = ad(ad−1(𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷))).

Нагадаємо, що 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑓) (див. розділ 4, Твердження 4.1.10). Під дією

гомоморфізму ad : 𝑃2(k) → ad(̃︁𝑃2(k)) раціональна функція 𝑓 відображається у

диференціювання ad 𝑓 = −𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦 . Нехай

𝐷1 = 𝑃1(𝑥, 𝑦)
𝜕

𝜕𝑥
+𝑄1(𝑥, 𝑦)

𝜕

𝜕𝑦

довільний елемент з 𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷). За Лемою 5.2.1 існує така раціональна фун-

кція 𝑓1(𝑥, 𝑦), що ad 𝑓1 = 𝐷1. Оскільки ker ad = k, то [𝑓, 𝑓1] міститься у k.

1) Якщо 𝑓 не Якобієва раціональна функція, то маємо [𝑓, 𝑓1] = 0. Тому 𝑓1

міститься у 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑓), і отже ad−1(𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷)) = k(𝑓). Із сюр’єктивності

ad : ̃︁𝑃2(k)(k) → ad(̃︁𝑃2(k)) маємо

𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷) = ad(k(𝑓)) = k(𝑓) ·

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
.

2) Нехай тепер 𝑓 раціональна функція Якобі, і нехай 𝑔 така раціональна

функція, що [𝑓, 𝑔] = 𝑐 ∈ k*.
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Як і в доведенні Теореми 5.1.3 доводиться

ad−1(𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷)) = {ℎ ∈ k(𝑥, 𝑦)| [ℎ, 𝑓 ] ∈ k} = 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) + k𝑔 = k(𝑓) + k𝑔,

тому

𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷) = ad(ad−1(𝐶

ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷))) = ad(k(𝑓) + k𝑔) =

k(𝑓) ·
(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
+ k ·

(︂
−𝜕𝑔
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
,

що й доводить необхідне твердження.

Наступна лема є аналогом леми 5.1.8, і тому ми не наводимо її доведення.

Лема 5.2.3. Нехай 𝐿 = k(𝑓) + k𝑔 підалгебра алгебри Лі ̃︁𝑃2(k) з [𝑓, 𝑔] =

det(𝐽(𝑓, 𝑔)) = 𝑐 ∈ k*. Якщо 𝐴 нільпотентна підалгебра алгебри 𝐿 класу

нільпотентності щонайбільше 2, тоді або 𝐴 ⊆ k(𝑓), або 𝐴 міститься у

підалгебрі k + k𝑓 + k(𝑔 + 𝑝(𝑓)) для деякого 𝑝(𝑡) ∈ k(𝑡).

Опис максимальних абелевих підалгебр в алгебрі Лі ad(̃︁𝑃2(k)) вказано в

наступному твердженні, доведення якого значною мірою повторює доведення

теореми 5.1.9. Ми наводимо це доведення для повноти викладу, з врахуван-

ням того, що є деяка специфіка для диференціювань з раціональними, а не

поліноміальними коефіцієнтами.

Твердження 5.2.4. Нехай 𝐴 максимальна абелева підалгебра алгебри Лі

ad(̃︁𝑃2(k)). Тоді

1) якщо dim𝐴 = ∞, то

𝐴 = k(𝑓) ·
(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
,

де 𝑓(𝑥, 𝑦) замкнена раціональна функція в k(𝑥, 𝑦).

Навпаки, для довільної замкненої раціональною функції 𝑓 , підалгебра

k(𝑓) ·
(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
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є максимальною абелевою підалгеброю в ad(̃︁𝑃2(k));

2) якщо dim𝐴 <∞, то

𝐴 = k𝐷1 + k𝐷2,

де 𝐷1 = −𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦 і 𝐷2 = −𝜕𝑔

𝜕𝑦
𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑔

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦 для деяких раціональних функцій

𝑓, 𝑔 ∈ k(𝑥, 𝑦), таких що det(𝐽(𝑓, 𝑔)) ∈ k*.
Навпаки, для довільних 𝑓, 𝑔 таких, що det(𝐽(𝑓, 𝑔)) ∈ k*, підалгебра

k𝐷1 + k𝐷2,

де 𝐷1 і 𝐷2 визначені як вказано вище, є максимальною абелевою підалгеброю

в ad(̃︁𝑃2(k)).

Доведення. Нехай 𝐷 довільний відмінний від нуля елемент з 𝐴. Тоді алгебра

𝐴 міститься у централізаторі 𝐶
ad(̃︁𝑃2(k)))(𝐷), отже 𝐴 є максимальною абелевою

підалгеброю алгебри 𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷). За Твердженням 5.2.2 або

𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷) = k(𝑓) ·

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
,

або

𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷) = k(𝑓) ·

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
+ k ·

(︂
−𝜕𝑔
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
.

У першому випадку 𝑓 замкнена раціональна функція у k(𝑥, 𝑦), у другому

випадку 𝑓 і 𝑔 задовольняють умову [𝑓, 𝑔] = det(𝐽(𝑓, 𝑔)) ∈ k*. В першому випад-

ку 𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷) є абелевою підалгеброю у ad(̃︁𝑃2(k)). Тому, 𝐴 = 𝐶

ad(̃︁𝑃2(k)))(𝐷) =

k(𝑓) ·
(︁
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦

)︁
.

Розглянемо другий випадок. Позначимо для зручності

𝐿 = ad−1(𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷)).

Тоді ad−1(𝐴) підалгебра в 𝐿. Легко бачити, що 𝐿 = k(𝑓)+k𝑔. Оскільки ker ad =

𝑍(̃︁𝑃2(k))) = k, робимо висновок, що ad−1(𝐴) нільпотентна підалгебра класу
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нільпотентності щонайбільше 2. За Лемою 5.2.3 виконується або ad−1(𝐴) ⊆
k(𝑓), або ad−1(𝐴) ⊆ k+k𝑓+k(𝑔+𝑝(𝑓)) для деякою раціональною функції 𝑝(𝑡) ∈
k(𝑡). Із включення ad−1(𝐴) ⊆ k(𝑓) випливає, що 𝐴 ⊆ k(𝑓) ·

(︁
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦

)︁
.

Оскільки 𝐴 максимальна абелева підалгебра у ad(̃︁𝑃2(k)), то ми одержуємо 𝐴 =

k(𝑓) ·
(︁
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦

)︁
.

Нехай тепер ad−1(𝐴) ⊆ k + k𝑓 + k(𝑔 + 𝑝(𝑓)). Застосовуючи відображення

ad отримуємо включення 𝐴 ⊆ ad(k + k𝑓 + k(𝑔 + 𝑝(𝑓))) = k𝐷1 + k𝐷2, де 𝐷1 =

ad 𝑓,𝐷2 = ad(𝑔 + 𝑝(𝑓)). Підалгебра k𝐷1 + k𝐷2 абелева, і тому 𝐴 = k𝐷1 +

k𝐷2. Перепозначаючи 𝑔 + 𝑝(𝑓) як 𝑔, маємо 𝐷1 = ad 𝑓,𝐷2 = ad 𝑔. Ми довели

необхідність обох умов твердження.

Нехай 𝑓 замкнена раціональна функція. Як і для многочленів можна пока-

зати, що підалгебра

k(𝑓) ·
(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
є максимальною абелевою підалгеброю у алгебрі Лі ad(̃︁𝑃2(k)). Нехай тепер 𝑓 і

𝑔 такі раціональні функції у k(𝑥, 𝑦), що det(𝐽(𝑓, 𝑔)) ∈ k*. Тоді 𝐷1 = ad 𝑓 і 𝐷2 =

ad 𝑔 комутують. Отже 𝐴 = k𝐷1 + k𝐷2 абелева двовимірна підалгебра у алгебрі

Лі ad(̃︁𝑃2(k)). Як і у випадку многочленів можна довести, що 𝐴 максимальна

абелева підалгебра. Достатність обох умов твердження встановлено.

У попередньому підрозділі було вказано, що неможливо дати повний опис

централізаторів елементів в алгебрі Лі ̃︁𝑠𝑎2(k) диференціювань із нульовою

дивергенцією з коефіцієнтами у полі раціональних функцій використовуючи

ідеї з підрозділу, присвяченого диференціюванням кілець многочленів від двох

змінних. Це зумовлено несюр’єктивністю гомоморфізму ad. Якщо ж розгля-

нути коефіцієнти з кільця формальних степеневих рядів, то сюр’єктивність

відображення ad зберігається і доведення з випадку диференціювань кільця

многочленів від двох змінних можуть бути модифіковані для цього випадку.

Як і у випадку поліноміальних коефіцієнтів маємо наступну лему.
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Лема 5.2.5. Алгебра Лі 𝑠𝑎pow
2 (k) ізоморфна факторалгебрі алгебри k[[𝑥, 𝑦]] по

підалгебрі 𝑍(k[[𝑥, 𝑦]]) = k.

Доведення. Розглянемо гомоморфізм алгебр Лі ad : k[[𝑥, 𝑦]] → 𝑠𝑎pow
2 (k). Його

ядром є центр алгебри k[[𝑥, 𝑦]], що за Лемою 4.2.7 співпадає із полем k. Далі, як

і у випадку поліноміальних коефіцієнтів, доводиться, що образ гомоморфізму

ad співпадає з алгеброю 𝑠𝑎pow
2 (k).

Дивергенція довільного внутрішнього диференціювання дорівнює нулю:

div(ad 𝑓) =
𝜕

𝜕𝑥

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥

)︂
= − 𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
= 0.

Отже образ гомоморфізму ad міститься в алгебрі 𝑠𝑎pow
2 (k).

Покажімо, що образ ad насправді співпадає з 𝑠𝑎pow
2 (k). Нехай𝐷 = 𝑃 (𝑥, 𝑦) 𝜕

𝜕𝑥+

𝑄(𝑥, 𝑦) 𝜕
𝜕𝑦 довільний елемент алгебри 𝑠𝑎pow

2 (k), тобто 𝜕𝑃
𝜕𝑥 + 𝜕𝑄

𝜕𝑦 = 0. Оскільки для

рядів має місце аналог Леми 5.1.1, ця умова забезпечує існування ряду 𝜙(𝑥, 𝑦)

(потенціалу) такого, що

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 𝑄(𝑥, 𝑦),

𝜕𝜙

𝜕𝑦
= −𝑃 (𝑥, 𝑦).

Для 𝜙 ми отримуємо

[𝜙, 𝑥] = −𝜕𝜙
𝜕𝑦

= 𝑃 (𝑥, 𝑦), [𝜙, 𝑦] =
𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 𝑄(𝑥, 𝑦),

іншими словами ad(𝜙) = 𝐷, що доводить сюр’єктивність відображення ad :

k[[𝑥, 𝑦]] → 𝑠𝑎pow
2 (k). Оскільки, як було зазначено вище, ker ad = 𝑍(k[[𝑥, 𝑦]]) = k,

отримуємо k[[𝑥, 𝑦]]/k ≃ 𝑠𝑎pow
2 (k). Лему доведено.

Доведення наступної теореми є аналогічним доведенню леми з попереднього

розділу і тому ми наведемо його лише схематично. Зауважимо лише, що на-

справді ми використовували результати Плоскі, які є аналогом теореми з роботи

Новіцкі і Нагати про підкільце констант диференціювання кільця многочленів

від двох змінних.
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Теорема 5.2.6. Нехай 𝐷 = 𝑃 (𝑥, 𝑦) 𝜕
𝜕𝑥 +𝑄(𝑥, 𝑦) 𝜕

𝜕𝑦 відмінний від нуля елемент

алгебри Лі 𝑠𝑎pow
2 (k). Нехай 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ k[[𝑥, 𝑦]] такий ряд, що 𝐷 = ad 𝑓 і нехай 𝑓

породжуючий ряд для 𝑓 . Тоді

1) якщо 𝑓(𝑥, 𝑦) не ряд Якобі, то

𝐶𝑠𝑎pow2 (k)(𝐷) = k[[𝑓 ]] ad(𝑓);

2) якщо 𝑓(𝑥, 𝑦) ряд Якобі і 𝑔(𝑥, 𝑦) такий ряд, що det(𝐽(𝑓, 𝑔)) ∈ k*, то

𝐶𝑠𝑎pow2 (k)(𝐷) = k[[𝑓 ]] ad(𝑓) + k ad(𝑔).

Доведення. Оскільки за Лемою 5.2.5 відображення ad : k[[𝑥, 𝑦]] → 𝑠𝑎pow
2 (k)

сюр’єктивне, ми отримуємо

𝐶𝑠𝑎pow
2 (k)(𝐷) = 𝐶𝑠𝑎pow

2 (k)(ad 𝑓) = ad ad−1(𝐶𝑠𝑎pow
2 (k)(ad 𝑓)).

Також маємо

ad−1(𝐶𝑠𝑎pow
2 (k)(ad 𝑓)) = {ℎ| [𝑓, ℎ] ∈ k}.

Якщо 𝑓 не є рядом Якобі, тоді ad−1(𝐶𝑠𝑎pow
2 (k)(ad 𝑓)) = 𝐶(𝑓) = k[[𝑓 ]]. Тому,

𝐶𝑠𝑎pow
2 (k)(𝐷) = ad(k[[𝑓 ]]) = k[[𝑓 ]] ad(𝑓), що й доводить 1).

Якщо ж існує такий ряд 𝑔, що [𝑓, 𝑔] = 𝑐 ∈ k*, тоді за Лемою 4.2.9 можемо

вважати, що 𝑓 = 𝑓 . легко бачити, що

ad−1(𝐶𝑠𝑎pow
2 (k)(ad 𝑓)) = {ℎ| [𝑓, ℎ] ∈ k} = 𝐶(𝑓) + k𝑔 = k[[𝑓 ]] + k𝑔.

Тому 𝐶𝑠𝑎pow
2 (k)(𝐷) = ad(k[[𝑓 ]] +k𝑔) = k[[𝑓 ]] ad(𝑓) +k ad(𝑔), що й доводить другу

частину теореми. Теорему доведено.

Доведення наступної леми є аналогічним доведенню леми з попереднього

розділу і тому ми не наводимо його.

Лема 5.2.7. Нехай 𝐿 = k[[𝑓 ]] + k𝑔 підалгебра алгебри Лі k[[𝑥, 𝑦]] з [𝑓, 𝑔] =

𝑐 ∈ k*. Якщо 𝐴 нільпотентна підалгебра в 𝐿 і клас нільпотентності 𝐴 не

перевищує 2, то або 𝐴 ⊆ k[[𝑓 ]] або 𝐴 міститься в підалгебрі k+k𝑓+k(𝑔+𝑝(𝑓))

для деякого 𝑝(𝑡) ∈ k[[𝑡]].



97

Теорема 5.2.8. Нехай 𝐴 максимальна абелева підалгебра в 𝑠𝑎pow
2 (k). Тоді

1) якщо dim𝐴 = ∞, то 𝐴 = k[[𝑓 ]] ad(𝑓), де 𝑓(𝑥, 𝑦) максимальний ряд.

Навпаки, для довільного максимального ряду 𝑓 , підалгебра k[[𝑓 ]] ad(𝑓) є ма-

ксимальною абелевою підалгеброю в 𝑠𝑎pow
2 (k);

2) якщо dim𝐴 < ∞, то 𝐴 = k𝐷1 + k𝐷2, де 𝐷1 = ad(𝑓), 𝐷2 = ad(𝑔) для

деяких 𝑓 та 𝑔, таких що det(𝐽(𝑓, 𝑔)) ∈ k*. Навпаки, для довільних 𝑓 і 𝑔,

таких що [𝑓, 𝑔] ∈ k*, підалгебра k𝐷1 + k𝐷2, де 𝐷1 і 𝐷2 визначені як вище, є

максимальною абелевою підалгеброю алгебри 𝑠𝑎pow
2 (k).

Доведення. Доведення даної теореми повністю повторює доведення Теоре-

ми 5.1.9, якщо в останній замінити многочлени на формальні степеневі ряди.

При доведенні ми суттєво використовуємо результати роботи Плоскі про цен-

тралізатори елементів в алгебрі Лі
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5.3 Спеціальна афінна алгебра Лі 𝑠𝑎2(k) в характеристиці

𝑝 > 0

Лема 5.3.1. Нехай 𝐷 = 𝑃 𝜕
𝜕𝑥 + 𝑄 𝜕

𝜕𝑦 ∈ Der(k[𝑥, 𝑦]). Тоді потенціал для 𝐷,

тобто 𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦] такий, що 𝐷 = ad 𝑓 , існує тоді і лише тоді, коли div𝐷 = 0,

𝑃 не містить мономів типу 𝑥𝑖𝑦𝑗𝑝−1 і 𝑄 не містить мономів типу 𝑥𝑖𝑝−1𝑦𝑗.

Доведення. Необхідність. Якщо 𝐷 = ad 𝑓 , то 𝑃 = −𝜕𝑓
𝜕𝑦 і 𝑄 = 𝜕𝑓

𝜕𝑥 . Оскільки
𝜕𝑥𝑝𝑖𝑦𝑗

𝜕𝑥 = 𝜕𝑥𝑖𝑦𝑝𝑗

𝜕𝑦 = 0, звідси випливає, що 𝑃 і 𝑄 не містять мономів типу 𝑥𝑖𝑦𝑗𝑝−1 і

𝑥𝑖𝑝−1𝑦𝑗 відповідно. Також маємо div𝐷 = 𝑃𝑥 +𝑄𝑦 = −𝑓𝑦𝑥 + 𝑓𝑥𝑦 = 0.

Доведемо тепер достатність. Припустімо, що div𝐷 = 0 і многочлени 𝑃 та

𝑄 не містять мономів типу 𝑥𝑖𝑦𝑗𝑝−1 і 𝑥𝑖𝑝−1𝑦𝑗 відповідно. Оскільки 𝑃 не містить

мономів 𝑥𝑖𝑦𝑗𝑝−1, існує многочлен 𝜙 ∈ k[𝑥, 𝑦], такий що 𝜙𝑦 = −𝑃 . Тому 𝑃𝑥 =

−𝜙𝑥𝑦 = −𝑄𝑦, (𝜙𝑥 − 𝑄)𝑦 = 0, і ми отримуємо 𝜙𝑥 − 𝑄 = 𝜉, де 𝜉 ∈ k[𝑥, 𝑦𝑝].

Оскільки 𝜙𝑥 і 𝑄 не містять мономів 𝑥𝑖𝑝−1𝑦𝑗, то 𝜉 також не містить мономів

цього типу. Тому існує 𝜓 ∈ k[𝑥, 𝑦𝑝] з 𝜓𝑥 = 𝜉. Для 𝑓 = 𝜙 − 𝜓 одержуємо 𝑓𝑥 =

𝜙𝑥 − 𝜓𝑥 = 𝜙𝑥 − 𝜉 = 𝑄 і 𝑓𝑦 = 𝜙𝑦 − 𝜓𝑦 = 𝜙𝑦 = −𝑃 , тобто ad 𝑓 = 𝐷, що доводить

необхідне твердження.

Лема 5.3.2. Нехай 𝐷 = 𝑃 𝜕
𝜕𝑥+𝑄 𝜕

𝜕𝑦 ∈ 𝑠𝑎2(k). Тоді 𝑃 не містить мономів типу

𝑥𝑖𝑦𝑗𝑝−1, де 𝑖 ̸= 0 по модулю 𝑝, і 𝑄 не містить мономів типу 𝑥𝑖𝑝−1𝑦𝑗, де 𝑗 ̸= 0

по модулю 𝑝.

Доведення. Запишемо 𝑃 і 𝑄 як многочлени від змінних 𝑥, 𝑦 з коефіцієнтами,

які в свою чергу є многочленами від 𝑥𝑝, 𝑦𝑝.

𝑃 =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑎𝑖,𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑗, 𝑄 =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑏𝑖,𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑗, 𝑎𝑖,𝑗, 𝑏𝑖,𝑗 ∈ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝].
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Тоді, як неважко переконатися, мають місце рівності

𝑃𝑥 +𝑄𝑦 =

𝑝−1∑︁
𝑖=1

𝑝−1∑︁
𝑗=0

𝑎𝑖,𝑗𝑖𝑥
𝑖−1𝑦𝑗 −

𝑝−1∑︁
𝑖=0

𝑝−1∑︁
𝑗=1

𝑗𝑏𝑖,𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑗−1 =

𝑝−2∑︁
𝑖=0

𝑝−2∑︁
𝑗=0

((1 + 𝑖)𝑎𝑖+1,𝑗 + (𝑗 + 1)𝑏𝑖,𝑗+1)𝑥
𝑖𝑦𝑗+

𝑝−2∑︁
𝑖=0

(𝑖+ 1)𝑎𝑖+1,𝑝−1𝑥
𝑖𝑦𝑝−1 +

𝑝−2∑︁
𝑗=0

(𝑗 + 1)𝑏𝑝−1,𝑗+1𝑥
𝑝−1𝑦𝑗 = 0.

Зокрема ми отримуємо 𝑎𝑖+1,𝑝−1 = 0 і 𝑏𝑝−1,𝑗+1 для 𝑖, 𝑗 = 0, 𝑝− 2, що доводить

Лему.

Ми розглядаємо гомоморфізм алгебр Лі ad : 𝑃2(k) → 𝑠𝑎2(k) і підалгебру

ad(𝑃2(k)) алгебри 𝑠𝑎2(k). Дане відображення коректно визначене, бо ad 𝑓 =
𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦 і тому div ad 𝑓 = 𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦 + 𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦 = 0.

На відміну від випадку нульової характеристики, цей гомоморфізм не сюр’-

єктивний. Але образ ad залишається все ж достатньо великим.

Твердження 5.3.3.

𝑠𝑎2(k) = ad(𝑃2(k)) + k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
+ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
.

Доведення. Очевидно права частина записаного у формулюванні співвідношен-

ня міститься в 𝑠𝑎2(k). Візьмемо довільне диференціювання 𝐷 = 𝑃 𝜕
𝜕𝑥 + 𝑄 𝜕

𝜕𝑦 ∈
𝑠𝑎2(k). Тоді, враховуючи попередню лему, отримаємо

𝑃 = 𝑃 + 𝑎𝑦𝑝−1, 𝑄 = 𝑄̃+ 𝑏𝑥𝑝−1, 𝑎, 𝑏 ∈ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝],

де многочлени 𝑃 і 𝑄̃ не містять мономів 𝑥𝑖𝑦𝑗𝑝−1 і 𝑥𝑖𝑝−1𝑦𝑗 відповідно. За Ле-

мою 5.3.1 диференціювання вигляду 𝐷̃ = 𝑃 𝜕
𝜕𝑥 + 𝑄̃ 𝜕

𝜕𝑦 лежить у підалгебрі

ad(𝑃2(k)). Тому, як неважко переконатися, має місце рівність

𝑠𝑎2(k) ⊆ ad(𝑃2(k)) + k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
+ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
.
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Вкажемо тепер загальну характеризацію підалгебр ad(𝑃2(k)) і ad(̃︁𝑃2(k))

відповідно алгебр Лі 𝑠𝑎2(k) та ̃︁𝑠𝑎2(k).

Твердження 5.3.4.

ad(𝑃2(k)) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑖+𝑗>0

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝛿𝑖,𝑗, ad(̃︁𝑃2(k)) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑖+𝑗>0

k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)𝛿𝑖,𝑗

де 𝛿𝑖,𝑗 := −𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗−1 𝜕
𝜕𝑥 + 𝑖𝑥𝑖−1𝑦𝑗 𝜕𝜕𝑦 = ad(𝑥𝑖𝑦𝑗).

Доведення. Ми використовуємо Лему 4.3.5:

ad(𝑃2(k)) = ad(

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑥𝑖𝑦𝑗) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝] ad(𝑥𝑖𝑦𝑗) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑖+𝑗>0

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝛿𝑖,𝑗

ad(̃︁𝑃2(k)) = ad(

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)𝑥𝑖𝑦𝑗) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ad(𝑥𝑖𝑦𝑗) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑖+𝑗>0

k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)𝛿𝑖,𝑗.

Лема 5.3.5. ̃︁𝑠𝑎2(k) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗ 𝑠𝑎2(k).

Доведення. Зрозуміло, що права частина міститься в ̃︁𝑠𝑎2(k). Нехай 𝐷 = 𝑃 𝜕
𝜕𝑥 +

𝑄 𝜕
𝜕𝑦 елемент з ̃︁𝑠𝑎2(k). Нехай 𝑑 добуток знаменників раціональних функцій 𝑃

і 𝑄. Тоді 𝑑𝑝𝐷 належить Der(k[𝑥, 𝑦]) і має нульову дивергенцію, бо div(𝑑𝑝𝐷) =
𝜕
𝜕𝑥(𝑑𝑝𝑃 ) + 𝜕

𝜕𝑦(𝑑
𝑝𝑄) = 𝑑𝑝(𝜕𝑃𝜕𝑥 + 𝜕𝑄

𝜕𝑦 ) = 𝑑𝑝div𝐷 = 0. Отже 𝐷 належить k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗
𝑠𝑎2(k).

Комбінуючи Лему 5.3.5 з Твердженнями 5.3.3 та 5.3.4 , ми отримуємо насту-

пне:
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Твердження 5.3.6.

𝑠𝑎2(k) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑖+𝑗>0

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝛿𝑖,𝑗 + k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
+ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
,

̃︁𝑠𝑎2(k) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑖+𝑗>0

k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)𝛿𝑖,𝑗 + k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
+ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
.

Лема 5.3.7. 1) 𝛿𝑘𝑝+𝑖,𝑙𝑝+𝑗 = 𝑥𝑘𝑝𝑦𝑙𝑝𝛿𝑖,𝑗;

2) [𝛿𝑖,𝑗, 𝛿𝑘𝑙] = (𝑖𝑙 − 𝑗𝑘)𝛿𝑘+𝑖−1,𝑙+𝑗−1;

3) [𝑦𝑝−1 𝜕
𝜕𝑥 , 𝛿𝑖,𝑗] = 𝑖𝛿𝑖−1,𝑗+𝑝−1, [𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦 , 𝛿𝑖,𝑗] = 𝑗𝛿𝑖+𝑝−1,𝑗−1.

Доведення. 1) Легко обчислюється

𝛿𝑘𝑝+𝑖,𝑙𝑝+𝑗 = − (𝑙𝑝+ 𝑗)𝑥𝑘𝑝+𝑖𝑦𝑙𝑝+𝑗−1 𝜕

𝜕𝑥
+ (𝑘𝑝+ 𝑖)𝑥𝑘𝑝+𝑖−1𝑦𝑙𝑝+𝑗

𝜕

𝜕𝑦
=

− 𝑗𝑥𝑘𝑝+𝑖𝑦𝑙𝑝+𝑗−1 𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑖𝑥𝑘𝑝+𝑖−1𝑦𝑙𝑝+𝑗

𝜕

𝜕𝑦
=

𝑥𝑘𝑝𝑦𝑙𝑝(−𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗−1 𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑖𝑥𝑖−1𝑦𝑗

𝜕

𝜕𝑦
) = 𝑥𝑘𝑝𝑦𝑙𝑝𝛿𝑖,𝑗.

2) Випливає з обчислень

[𝛿𝑖,𝑗, 𝛿𝑘,𝑙] =[ad(𝑥𝑖𝑦𝑗), ad(𝑥𝑘𝑦𝑙)] = ad([𝑥𝑖𝑦𝑗, 𝑥𝑘𝑦𝑙]) =

ad(𝑖𝑙𝑥𝑖−1𝑦𝑗𝑥𝑘𝑦𝑙−1 − 𝑗𝑘𝑥𝑖𝑦𝑗−1𝑥𝑘−1𝑦𝑙) =

ad((𝑖𝑙 − 𝑗𝑘)𝑥𝑖+𝑘−1𝑦𝑗+𝑙−1) = (𝑖𝑙 − 𝑗𝑘)𝛿𝑖+𝑘−1,𝑗+𝑙−1.

3) Випливає з

[𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
, 𝛿𝑖,𝑗] = [𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
,−𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗−1 𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑖𝑥𝑖−1𝑦𝑗

𝜕

𝜕𝑦
] =

−𝑦𝑝−1𝑗𝑖𝑥𝑖−1𝑦𝑗−1 𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑦𝑝−1𝑖(𝑖− 1)𝑥𝑖−2𝑦𝑗

𝜕

𝜕𝑦
− 𝑖𝑥𝑖−1𝑦𝑗(𝑝− 1)𝑦𝑝−2 𝜕

𝜕𝑥
=

−𝑖(𝑗 + 𝑝− 1)𝑥𝑖−1𝑦𝑗+𝑝−2 𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑖(𝑖− 1)𝑥𝑖−2𝑦𝑗+𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
= 𝑖𝛿𝑖−1,𝑗+𝑝−1
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і

[𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
, 𝛿𝑖,𝑗] = [𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
,−𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗−1 𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑖𝑥𝑖−1𝑦𝑗

𝜕

𝜕𝑦
] =

−𝑥𝑝−1𝑗(𝑗 − 1)𝑥𝑖𝑦𝑗−2 𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗−1(𝑝− 1)𝑥𝑝−2 𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑥𝑝−1𝑖𝑗𝑥𝑖−1𝑦𝑗−1 𝜕

𝜕𝑦
=

−𝑗(𝑗 − 1)𝑥𝑖+𝑝−1𝑦𝑗−2 𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑗(𝑖+ 𝑝− 1)𝑥𝑖+𝑝−2𝑦𝑗−1 𝜕

𝜕𝑦
= 𝑗𝛿𝑖+𝑝−1,𝑗−1.

Твердження 5.3.8. 1) ad(𝑃2(k)) = [𝑠𝑎2(k), 𝑠𝑎2(k)].

2) ad(̃︁𝑃2(k)) = [̃︁𝑠𝑎2(k), ̃︁𝑠𝑎2(k)].

Доведення. 1) Оскільки [𝑥𝑖 𝜕𝜕𝑦 , 𝑦
𝑗 𝜕
𝜕𝑥 ] = −𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗−1 𝜕

𝜕𝑥 + 𝑖𝑥𝑖−1𝑦𝑗 𝜕𝜕𝑦 = −𝛿𝑖,𝑗, ми отри-

муємо включення ad(𝑃2(k)) ⊆ [𝑠𝑎2(k), 𝑠𝑎2(k)].

Для того, щоб довести інше включення [𝑠𝑎2(k), 𝑠𝑎2(k)] ⊆ ad(𝑃2(k)), доста-

тньо показати, що мають місце включення [𝑦𝑝−1 𝜕
𝜕𝑥 , ad(𝑃2(k))] ⊆ ad(𝑃2(k)) та

[𝑥𝑝−1 𝜕
𝜕𝑦 , ad(𝑃2(k))] ⊆ ad(𝑃2(k)). Але за лемою вище ми маємо

[𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
, 𝛿𝑖,𝑗] = 𝑖𝛿𝑖−1,𝑗+𝑝−1 and [𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
, 𝛿𝑖,𝑗] = 𝑗𝛿𝑖+𝑝−1,𝑗−1.

Оскільки за тією ж лемою 𝛿𝑘,𝑙 ∈ ad(𝑃2(k)) для усіх 𝑘 і 𝑙, ми отримуємо

[𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
, ad(𝑃2(k))] ⊆ ad(𝑃2(k)), [𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
, ad(𝑃2(k))] ⊆ ad(𝑃2(k)).

2) Оскільки ̃︁𝑃2(k) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗ 𝑃2(k) та ̃︁𝑠𝑎2(k) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗ 𝑠𝑎2(k), то твер-

дження 2) випливає з 1).

Зокрема, Твердження 5.3.8 означає, що, на відміну від випадку нульової ха-

рактеристики, у простій характеристиці алгебри 𝑠𝑎2(k) та ̃︁𝑠𝑎2(k) не є простими.

Порахуймо похідний ряд та нижній центральний ряд алгебри Лі 𝑠𝑎2(k).
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Твердження 5.3.9. Похідний ряд алгебри Лі 𝑠𝑎2(k) має вигляд

𝑠𝑎2(k)(1) = ad(𝑃2(k)) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑖+𝑗>0

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝛿𝑖,𝑗,

𝑠𝑎2(k)(2) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

0<𝑖+𝑗<2𝑝−2

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝛿𝑖,𝑗,

𝑠𝑎2(k)(𝑛) = 𝑠𝑎2(k)(2), 𝑛 > 2, якщо 𝑝 > 2,

𝑠𝑎2(k)(𝑛) = 0, 𝑛 > 2, якщо 𝑝 = 2.

Зокрема, у характеристиці 2 алгебра Лі 𝑠𝑎2(k) є розв’язною ступеня розв’я-

зності 3.

Доведення. Ми вже знаємо із Твердження 5.3.8, що 𝑠𝑎2(k)(1) = ad(𝑃2(k)). Тому

𝑠𝑎2(k)(2) = [ad(𝑃2(k)), ad(𝑃2(k))].

Зауважмо, що 𝛿𝑝−1,𝑝−1 не міститься в [ad(𝑃2(k)), ad(𝑃2(k))]. Дійсно, при-

пустімо протилежне. Тоді для деяких індексів 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 6 𝑝− 1 маємо

[𝛿𝑖,𝑗, 𝛿𝑘,𝑙] = (𝑖𝑙 − 𝑗𝑘)𝛿𝑘+𝑖−1,𝑙+𝑗−1,

де 𝑘 + 𝑖− 1 = 𝑝− 1 + 𝑎𝑝 та 𝑙 + 𝑗 − 1 = 𝑝− 1 + 𝑏𝑝. Це означає, що 𝛿𝑘+𝑖−1,𝑙+𝑗−1 є

множником 𝛿𝑝−1,𝑝−1. Тоді маємо 𝑘 = 𝑝+𝑎𝑝− 𝑖 та 𝑙 = 𝑝+ 𝑏𝑝− 𝑗, звідки випливає,

що (𝑖𝑙 − 𝑗𝑘) = (−𝑖𝑗 + 𝑗𝑖) = 0, і тому [𝛿𝑖,𝑗, 𝛿𝑘,𝑙] = 0.

З іншого боку із співвідношень

[𝛿1,0, 𝛿𝑘,𝑙] = 𝑙𝛿𝑘,𝑙−1, [𝛿0,1, 𝛿𝑘,𝑙] = −𝑘𝛿𝑘−1,𝑙

випливає, що 𝛿𝑘,𝑙 міститься у комутаторі [ad(𝑃2(k)), ad(𝑃2(k))] для усіх (𝑘, 𝑙),

0 6 𝑘, 𝑙 6 𝑝− 1, (𝑘, 𝑙) ̸= (0, 0), (𝑘, 𝑙) ̸= (𝑝− 1, 𝑝− 1). Тому

𝑠𝑎2(k)(2) = [ad(𝑃2(k)), ad(𝑃2(k))] =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

0<𝑖+𝑗<2𝑝−2

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝛿𝑖,𝑗.
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Якщо 𝑝 > 2, то 𝛿0,1, 𝛿1,0 і 𝛿1,1 належать 𝑠𝑎2(k)(2). Використовуючи співвідно-

шення

[𝛿1,0, 𝛿𝑘,𝑙] = 𝑙𝛿𝑘,𝑙−1, [𝛿0,1, 𝛿𝑘,𝑙] = −𝑘𝛿𝑘−1,𝑙, [𝛿1,1, 𝛿𝑘,𝑙] = (𝑙 − 𝑘)𝛿𝑘,𝑙,

ми отримуємо, що [𝑠𝑎2(k)(2), 𝑠𝑎2(k)(2)] = 𝑠𝑎2(k)(2) а отже й 𝑠𝑎2(k)(𝑛) = 𝑠𝑎2(k)(2)

для 𝑛 > 2.

Якщо 𝑝 = 2 то 𝑠𝑎2(k)(2) = k[𝑥2, 𝑦2] 𝜕𝜕𝑥 + k[𝑥2, 𝑦2] 𝜕𝜕𝑦 абелева. Тому в цьому

випадку 𝑠𝑎2(k)(𝑛) = 0 для 𝑛 > 2.

Твердження 5.3.10. Нижній центральний ряд алгебри Лі 𝑠𝑎2(k) має вигляд

𝑠𝑎2(k)1 = ad(𝑃2(k)) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑖+𝑗>0

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝛿𝑖,𝑗,

𝑠𝑎2(k)𝑛 = 𝑠𝑎2(k)2 = 𝑠𝑎2(k)(2) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

0<𝑖+𝑗<2𝑝−2

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝛿𝑖,𝑗, 𝑛 > 2.

Доведення. Ми вже довели, що 𝑠𝑎2(k)1 = ad(𝑃2(k)). Тому

𝑠𝑎2(k)2 =[𝑠𝑎2(k), 𝑠𝑎2(k)1] = [𝑠𝑎2(k), ad(𝑃2(k))] =

[k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
+ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
+ ad(𝑃2(k)), 𝑃2(k)] =

[k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
, ad(𝑃2(k))] + [k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
, ad(𝑃2(k))]+

[ad(𝑃2(k)), ad(𝑃2(k))] =

[𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
, ad(𝑃2(k))] + [𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
, ad(𝑃2(k))] + 𝑠𝑎2(k)(2).

Оскільки

[𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
, 𝛿𝑖,𝑗] = 𝑖𝛿𝑖−1,𝑗+𝑝−1 =

⎧⎨⎩𝑖𝛿𝑖−1,𝑝−1, 𝑗 = 0

𝑖𝑦𝑝𝛿𝑖−1,𝑗−1, 𝑗 ̸= 0
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та

[𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
, 𝛿𝑖,𝑗] = 𝑗𝛿𝑖+𝑝−1,𝑗−1 =

⎧⎨⎩𝑗𝛿𝑝−1,𝑗−1, 𝑖 = 0

𝑗𝑥𝑝𝛿𝑖−1,𝑗−1, 𝑗 ̸= 0,

отримуємо, що комутатори [𝑦𝑝−1 𝜕
𝜕𝑥 , ad(𝑃2(k))] та [𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦 , ad(𝑃2(k))] мають ну-

льовий перетин із k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝛿𝑝−1,𝑝−1. Тому мають місце включення

[𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
, ad(𝑃2(k))] ⊆ 𝑠𝑎2(k)(2) та [𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
, ad(𝑃2(k))] ⊆ 𝑠𝑎2(k)(2),

що й доводить рівність 𝑠𝑎2(k)2 = 𝑠𝑎2(k)(2).

Якщо 𝑝 > 2, то 𝑠𝑎2(k)2 ⊇ 𝑠𝑎2(k)3 ⊇ 𝑠𝑎2(k)(3) = 𝑠𝑎2(k)(2) = 𝑠𝑎2(k)2, і тому

𝑠𝑎2(k)3 = 𝑠𝑎2(k)2.

Якщо 𝑝 = 2, то 𝑠𝑎2(k)2 = k[𝑥2, 𝑦2] 𝜕𝜕𝑥 + k[𝑥2, 𝑦2] 𝜕𝜕𝑦 . Оскільки для довільних

𝑎, 𝑏 ∈ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝] має місце рівність

[𝛿1,1, 𝑎
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑏

𝜕

𝜕𝑦
] = [𝑥

𝜕

𝜕𝑥
− 𝑦

𝜕

𝜕𝑦
, 𝑎

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑏

𝜕

𝜕𝑦
] = 𝑎

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑏

𝜕

𝜕𝑦
,

ми отримуємо рівність 𝑠𝑎2(k)3 = [𝑠𝑎2(k), 𝑠𝑎2(k)2] = 𝑠𝑎2(k)2.

Зауваження 5.3.11. Оскільки похідний і нижній центральний ряд алгебри

Лі ̃︁𝑠𝑎2(k) отримуються за допомогою тензорного множення відповідних рядів

алгебри 𝑠𝑎2(k) із асоціативною алгеброю k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝), достатньо провести обра-

хунки лише для алгебри 𝑠𝑎2(k).

Твердження 5.3.12. Нехай

𝐴 = ad(𝑃2(k)), 𝐵 =

𝑝−1∑︁
𝑗=0

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑦𝑗
𝜕

𝜕𝑥
, 𝐶 =

𝑝−1∑︁
𝑖=0

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑥𝑖
𝜕

𝜕𝑦
.

Тоді 𝐴, 𝐵 і 𝐶 є підалгебрами в 𝑠𝑎2(k), до того ж 𝑠𝑎2(k) = 𝐴 + 𝐵 + 𝐶. Крім

того, 𝐵 і 𝐶 є абелевими підалгебрами і виконується [𝐵,𝐶] = 𝐴, [𝐴,𝐵] ⊆ 𝐴 і

[𝐴,𝐶] ⊆ 𝐴.
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Доведення. Очевидно 𝐴, 𝐵 і 𝐶 є підалгебрами в 𝑠𝑎2(k). Більш того, 𝐵 і 𝐶

абелеві підалгебри. З Твердження 5.3.8 випливає [𝐵,𝐶] ⊆ 𝐴, [𝐴,𝐵] ⊆ 𝐴 і

[𝐴,𝐶] ⊆ 𝐴. Оскільки [𝑥𝑖 𝜕𝜕𝑦 , 𝑦
𝑗 𝜕
𝜕𝑥 ] = −𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗−1 𝜕

𝜕𝑥 + 𝑖𝑥𝑖−1𝑦𝑗 𝜕𝜕𝑦 = −𝛿𝑖,𝑗, отримує-

мо [𝐵,𝐶] = 𝐴.

Опис централізаторів елементів в ad(̃︁𝑃2(k)) дає наступне

Твердження 5.3.13. Нехай 𝐷 ∈ ad(̃︁𝑃2(k)), нехай 𝑓 ∈ k(𝑥, 𝑦) така раціональ-

на, що 𝐷 = ad 𝑓 . Тоді

1) якщо 𝑓 не є раціональною функцією Якобі, то

𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷) = ad(𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓)) = ad(k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓));

2) якщо ж 𝑓 раціональна функція Якобі, тобто якщо існує інша раціональ-

на функція 𝑔 ∈ k(𝑥, 𝑦) така, що [𝑓, 𝑔] = 1, то

𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷) = ad(𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓)) + k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ad(𝑔) =

= ad(k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓)) + k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ad(𝑔);

Доведення. Нехай 𝐷1 = ad(𝑓1) довільне диференціювання з образу гомо-

морфізму ad, що комутує з 𝐷. Це означає, що [𝐷,𝐷1] = [ad 𝑓, ad 𝑓1] =

ad([𝑓, 𝑓1]) = 0. Отже, оскільки за Лемою 4.3.1 ядро (центр алгебри ̃︁𝑃2(k)) го-

моморфізму ad співпадає з k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝), то 𝐷1 комутує з 𝐷 тоді і лише тоді, коли

[𝑓, 𝑓1] = 𝑐 ∈ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝). Припустимо 𝑐 ̸= 0. Тоді [𝑓, 𝑓1𝑐
−1] = 1.

Отже якщо 𝑓 не є функцією Якобі, то 𝑐 = 0, тобто𝐷1 комутує з𝐷 тоді і лише

тоді, коли 𝑓1 міститься у централізаторі 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓), що за Лемою 4.3.6 дорівнює

k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓). Ми показали, що

ad−1(𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷)) = 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓).

Тому 𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷) = ad(ad−1(𝐶

ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷))) = ad(𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓)) = ad(k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓)).

Нехай тепер 𝑓 раціональна функція Якобі, тобто існує така раціональна

функція 𝑔, що [𝑓, 𝑔] = 1. Тоді [𝑓, 𝑓1] = 𝑐 = 𝑐[𝑓, 𝑔] = [𝑓, 𝑐𝑔] еквівалентно до
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[𝑓, 𝑓1 − 𝑐𝑔] = 0, тобто до 𝑓1 − 𝑐𝑔 ∈ 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓). Ми отримали, що 𝐷1 комутує з 𝐷

тоді і лише тоді, коли 𝑓1 міститься у 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) + k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)𝑔. Отже

ad−1(𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷)) = 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) + k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)𝑔,

і тому

𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷) = ad(ad−1(𝐶

ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷))) =

ad(𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓)) + k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ad(𝑔) =

ad(k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓)) + k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ad(𝑔),

що й доводить другу частину твердження.

Зауваження 5.3.14. Оскільки 𝑠𝑎2(k) є підалгеброю в ̃︁𝑠𝑎2(k), до для дифе-

ренціювання 𝐷 ∈ ad(𝑃2(k)), 𝐷 = ad 𝑓 , 𝑓 ∈ 𝑃2(k), його централізатор в

ad(𝑃2(k)) є перетином його централізатора в ad(̃︁𝑃2(k)) з ad(𝑃2(k)):

𝐶ad(𝑃2(k))(𝐷) = 𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝑓) ∩ 𝑠𝑎2(k).

Приклад 5.3.15. Нехай 𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦]. Припустимо, що 𝑓 не є раціональною фун-

кцією Якобі. Тоді, повторюючи доведення першої частини попереднього твер-

дження, у випадку алгебри ad(𝑃2(k)) отримаємо 𝐶ad(𝑃2(k))(𝐷) = ad(𝐶𝑃2(k)(𝑓)).

Як і в випадку характеристики нуль, маємо наступний результат.

Лема 5.3.16. Нехай 𝐷 = ad 𝑓 ∈ 𝑠𝑎2(k), нехай 𝜆 ∈ k*. Нехай

𝑉𝜆(𝐷) ={𝐷1 ∈ 𝑠𝑎2(k)| [𝐷,𝐷1] = 𝜆𝐷1} та

𝑉𝜆(𝑓) ={𝑔 ∈ 𝑃2(k)| [𝑓, 𝑔] = 𝜆𝑔}

власні простори, що відповідають власному числу 𝜆 у 𝑠𝑎2(k) та 𝑃2(k)

відповідно. Тоді 𝑉𝜆(𝐷) = ad(𝑉𝜆(𝑓)).
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Доведення. Доведення аналогічне до доведення Леми 5.1.13. Оскільки має місце

[𝑠𝑎2(k), 𝑠𝑎2(k)] = ad(𝑃2(k)), то з [𝐷,𝐷1] = 𝜆𝐷1, 𝜆 ̸= 0, випливає 𝐷1 = ad(𝑔)

для деякого 𝑔 ∈ 𝑃2(k). Отримуємо умову належності 𝐷1 до власного простору

𝑉𝜆(𝐷):

[𝑓, 𝑔] = 𝜆𝑔 + 𝜇, 𝜇 ∈ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝] = 𝑍(𝑠𝑎2(k)).

Як і в доведенні Леми 5.1.13, звідси випливає необхідне твердження.

Цілком аналогічно до Твердження 5.3.6 можна довести, що

𝑠𝑎pow
2 (k) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑖+𝑗>0

k[[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]]𝛿𝑖,𝑗 + k[[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]]𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
+ k[[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]]𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
.

Також, аналогічно до Леми 5.3.5, маємо представлення 𝑠𝑎pow
2 (k) = k[[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]] ⊗

𝑠𝑎2(k). Тому результати, що стосуються похідного та нижнього центрального

ряду, мають місце і для алгебр Лі k[[𝑥, 𝑦]].

Твердження 5.3.17.

𝑠𝑎pow
2 (k)(1) = ad(𝑃2(k)) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑖+𝑗>0

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝛿𝑖,𝑗,

𝑠𝑎pow
2 (k)(2) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

0<𝑖+𝑗<2𝑝−2

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝛿𝑖,𝑗,

𝑠𝑎pow
2 (k)(𝑛) = 𝑠𝑎pow

2 (k)(2), 𝑛 > 2, якщо 𝑝 > 2,

𝑠𝑎pow
2 (k)(𝑛) = 0, 𝑛 > 2, якщо 𝑝 = 2.

Твердження 5.3.18.

𝑠𝑎pow
2 (k)1 = ad(𝑃2(k)) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑖+𝑗>0

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝛿𝑖,𝑗,

𝑠𝑎pow
2 (k)𝑛 = 𝑠𝑎2(k)2 = 𝑠𝑎pow

2 (k)(2) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

0<𝑖+𝑗<2𝑝−2

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝛿𝑖,𝑗, 𝑛 > 2.
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Висновки до розділу 5

Цей розділ присвячено дослідженню структури алгебри Лі 𝑠𝑎2(k) та алгебр,

що подібні до неї, тобто алгебр Лі ̃︁𝑠𝑎2(k) та 𝑠𝑎pow
2 (k). Основні результату цього

розділу опубліковано в статтях [48] та [30].

У підрозділі 5.1 розглянуто випадок характеристики нуль. Для опису цен-

тралізаторів елементів та максимальних абелевих підалгебр цієї алгебри Лі сут-

тєво використовуються результати попередніх розділів про будову і властивості

замкнених многочленів, а також про будову централізаторів елементів і ма-

ксимальних абелевих підалгебр в алгебрі Лі 𝑃2(k). Підрозділ 5.3 присвячений

простій характеристиці. Дано опис централізаторів елементів та максимальних

абелевих підалгебр в алгебрі Лі 𝑠𝑎2(k) та в подібних до неї алгебрах у характе-

ристиці нуль (оскільки багато доведень тут повторюють випадок нульової хара-

ктеристики, то ці доведення або дуже скорочені, або взагалі не наводять). Цей

опис дано в термінах замкнених многочленів та многочленів Якобі. У випад-

ку простої характеристики пораховано похідний та нижній центральний ряди

алгебри 𝑠𝑎2(k).



Висновки

У дисертації автором отримано нові теоретичні результати пов’язані з описом

централізаторів елементів та максимальних абелевих підалгебр в алгебрах Лі

диференціювань. Отримано також результати пов’язані з описом замкнених

раціональних функцій від кількох змінних.

Основними науковими результатами є наступні:

∙ дано повний опис централізаторів елементів в алгебрі Лі 𝑠𝑎2(k) всіх дифе-

ренціювань кільця многочленів k[𝑥, 𝑦] з нульовою дивергенцією у випадку

основного поля нульової характеристики;

∙ описано всі максимальні абелеві підалгебри алгебри Лі 𝑠𝑎2(k) у випадку

основного поля нульової характеристики;

∙ описано структуру просторів поліноміальних розв’язків диференціальних

рівнянь 𝐷(𝑔) = 𝑎𝑔, 𝐷 ∈ 𝑠𝑎2(k);

∙ отримано опис будови алгебри Лі 𝑠𝑎2(k) у випадку основного поля простої

характеристики 𝑝 > 0;

∙ отримано аналогічні результати для алгебр Лі формальних степеневих

рядів;

∙ вказано достатні умови для того, щоб задана раціональна функція від

кількох змінних була замкненою.
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