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Перелiк умовних позначень

chark характеристика поля k
k алгебраїчне замикання поля k
deg 𝑓 степiнь многочлена 𝑓
𝑍(𝐿) центр алгебри Лi 𝐿
k* мультиплiкативна група поля k
div𝐷 дивергенцiя диференцiювання 𝐷
tr. degk(𝐿) ступiнь трансцендентностi поля 𝐿 над полем k
Der(𝐿) алгебра диференцiювань алгебри Лi 𝐿
k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] алгебра многочленiв вiд 𝑛 змiнних над полем k.
k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) поле рацiональних функцiй вiд 𝑛 змiнних над полем k.
k[[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]] алгебра формальних степеневих рядiв вiд 𝑛 змiнних над полем k.
k[𝑓1, . . . , 𝑓𝑘] пiдалгебра алгебри многочленiв, яка породжена многочленами 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘
[𝐿 : 𝐾] степiнь розширення (поля 𝐿 над полем 𝐾)
𝐽(𝑓, 𝑔) матриця Якобi многочленiв 𝑓, 𝑔 ∈ k[𝑥, 𝑦]

gcd(𝑓, 𝑔) найбiльший спiльний дiльник елементiв 𝑓, 𝑔 деякого евклiдового кiльця
𝑉𝜆(𝐷) кореневий пiдпростiр лiнiйного оператора 𝐷, який вiдповiдає власному числу 𝜆.
P1(k) проективна пряма над полем k



Вступ

Актуальнiсть теми. Дослiдження алгебр Лi диференцiювань асоцiативних

кiлець, зокрема, кiлець многочленiв вiд кiлькох змiнних складають цiлий роздiл

сучасної алгебри, який тiсно пов’язаний з теорiєю диференцiальних рiвнянь,

як звичайних, так i в частинних похiдних, з геометрiєю, зокрема, група-

ми Лi та алгебраїчними групами (часто нескiнченновимiрними), з математи-

чним аналiзом (теорiєю лiнiйних диференцiальних операторiв). Це пов’яза-

но з тiєю обставиною, що довiльне диференцiювання 𝐷 кiльця многочленiв

k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], де k довiльне поле, має вигляд 𝐷 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑎𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
𝜕
𝜕𝑥𝑖

, де

коефiцiєнти 𝑎𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) належать кiльцю k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], тобто 𝐷 є лiнiйним

диференцiальним оператором з полiномiальними коефiцiєнтами. Ядро цього

оператора складають розв’язки вiдповiдного диференцiального рiвняння в ча-

стинних похiдних з полiномiальними коефiцiєнтами, що пов’язує алгебраїчну

теорiю з вiдповiдними роздiлами теорiї диференцiальних рiвнянь в частин-

них похiдних. Комутатор двох диференцiювань 𝐷1 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑎𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
𝜕
𝜕𝑥𝑖

i 𝐷2 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑏𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
𝜕
𝜕𝑥𝑖

є знову диференцiюванням кiльця многочленiв

k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], i, як вiдомо, вiдносно операцiї комутування векторний простiр

Der(k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]) утворює алгебру Лi. В алгебрi Лi 𝑊𝑛 = Der(k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛])

можна видiлити цiлий ряд пiдалгебр, якi пов’язанi з дiєю диференцiювань

на певнi диференцiальнi форми, ця тематика розроблялася в вiдомих робо-

тах Картана, iменем якого i названi серiї алгебр Лi (див. [11]). Основним

об’єктом дослiдження в дисертацiйнiй роботi є алгебра Лi диференцiювань
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кiльця многочленiв k[𝑥, 𝑦] вiд двох змiнних з нульовою дивергенцiєю, тобто

таких диференцiювань 𝐷 якi мають вигляд 𝐷 = 𝑃 (𝑥, 𝑦) 𝜕
𝜕𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦) 𝜕

𝜕𝑦 де

div𝐷 = 𝜕𝑃
𝜕𝑥 + 𝜕𝑄

𝜕𝑦 = 0. Ця алгебра Лi називається спецiальною афiнною алгеброю

Лi i позначається 𝑠𝑎2(k), оскiльки як показано в роботi I.Р.Шафаревича [55] є

алгеброю Лi нескiнченновимiрної алгебраїчної групи 𝑆𝐴2(k) всiх автоморфiзмiв

кiльця многочленiв k[𝑥, 𝑦] з одиничним якобiаном (нагадаємо, що автоморфiзм

𝜃 цього кiльця задається парою многочленiв 𝐹 (𝑥, 𝑦), 𝐺(𝑥, 𝑦), в якi переходять

𝑥 i 𝑦 таких, що det 𝐽(𝐹,𝐺) ∈ k*. Основнi результати дисертацiйної роботи -

опис централiзаторiв елементiв та максимальних абелевих пiдалгебр в алгебрi

Лi 𝑠𝑎2(k). Цей опис вимагає достатньо багато iнформацiї про деякi види мно-

гочленiв вiд кiлькох змiнних - так званi замкненi многочлени. Окрiм замкне-

них многочленiв вивчаються в роботi також замкненi рацiональнi функцiї вiд

кiлькох змiнних (це є насправдi твiрнi максимальних пiдполiв степеня трансцен-

дентностi 1 в полi рацiональних функцiй). Вiдзначимо, що замкненi многочлени

i замкненi рацiональнi функцiї вивчались багатьма авторами (А. Новiцкi [41],

М. Олланiер [46], М. Аяд [4, 5], А. Боден [9, 10], E. Циган [12] та iншi) в зв’язку

з iншими питаннями, пов’язаними переважно з деякими проблемами комута-

тивної алгебри, теорiї чисел та теорiї динамiчних систем.

В дисертацiйнiй роботi вивчаються також окремi диференцiювання кiльця

многочленiв k[𝑥, 𝑦] та поля рацiональних функцiй k(𝑥, 𝑦), оскiльки багато пи-

тань з теорiї алгебр Лi зводиться до будови кiльця констант таких дифе-

ренцiювань. З цiєї точки зору диференцiювання вивчались рядом авторiв,

однiєю з перших тут була робота О.Зариського [64]. Дослiдженню пiдкiлець

констант диференцiювань асоцiативних комутативних кiлець присвячено робо-

ти А.Новiцкi [42], [44] та iнших авторiв [45], [19], [6]. Основною тут є робота

А.Новiцкi i М.Нагати [43], результати якої суттєво використовуються в данiй

дисертацiйнiй роботi.
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Окрiм алгебр Лi диференцiювань кiльця многочленiв вiд двох змiнних в ди-

сертацiйнiй роботi розглядаються аналогiчнi алгебри Лi диференцiювань кiльця

формальних степеневих рядiв вiд двох змiнних. Використовуючи результати

А.Плоскi [51] отримано також подiбний опис для централiзаторiв елементiв i

максимальних абелевих пiдалгебр в алгебрi Лi 𝑠𝑎pow
2 (k).

Зв’язок дисертацiйної роботи з науковими програмами, планами,

темами. Дисертацiйну роботу виконано в рамках держбюджетної дослiдниць-

кої теми 06БФ038 "Розробка алгебраїчних i геометричних методiв дослiдження

з використанням комбiнаторних та категорних пiдходiв що виконується на ка-

федрi алгебри та математичної логiки механiко-математичного факультету Ки-

ївського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка (номер державної

реєстрацiї 0106U005862).

Мета i завдання дослiдження. Метою дослiдження є опис централiзато-

рiв елементiв та максимальних абелевих пiдалгебр в алгебрi Лi диференцiювань

кiльця многочленiв вiд двох змiнних з нульовою дивергенцiєю та детальне ви-

вчення замкнених многочленiв та замкнених рацiональних функцiй вiд кiлькох

змiнних, в термiнах яких отримано зазначений вище опис.

Об’єктом дослiдження є алгебра Лi 𝑠𝑎2(k) всiх диференцiювань з нульовою

дивергенцiєю кiльця многочленiв вiд двох змiнних та замкненi многочлени i

рацiональнi функцiї вiд кiлькох змiнних.

Предмет дослiдження - централiзатори елементiв та максимальнi абелевi

пiдалгебри алгебри Лi 𝑠𝑎2(k), твiрнi максимальних пiдполiв поля рацiональних

функцiй вiд кiлькох змiнних та цiлозамкненi пiдкiльця кiльця многочленiв вiд

кiлькох змiнних.

Методи дослiдження. Основними методами,що використовуються у дослiд-

женнi є методи теoрiї алгебр Лi та методи комутативної алгебри, якi пов’язанi

з цiлими розширеннями комутативних кiлець.
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Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiї автором отри-

мано новi теоретичнi результати, основними iз яких є такi:

1) дано повний опис централiзаторiв елементiв в алгебрi Лi 𝑠𝑎2(k) всiх дифе-

ренцiювань кiльця многочленiв k[𝑥, 𝑦] з нульовою дивергенцiєю у випадку

основного поля нульової характеристики;

2) описано всi максимальнi абелевi пiдалгебри алгебри Лi 𝑠𝑎2(k) у випадку

основного поля нульової характеристики;

3) описано структуру просторiв полiномiальних розв’язкiв диференцiальних

рiвнянь 𝐷(𝑔) = 𝑎𝑔, 𝐷 ∈ 𝑠𝑎2(k);

4) отримано опис будови алгебри Лi 𝑠𝑎2(k) у випадку основного поля простої

характеристики 𝑝 > 0;

5) отримано аналогiчнi результати для алгебр Лi формальних степеневих

рядiв;

6) вказано достатнi умови для того, щоб задана рацiональна функцiя вiд

кiлькох змiнних була замкненою.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисертацiй-

ної роботи мають теоретичний характер. Її результати можуть бути викори-

станi в теорiї алгебр Лi, комутативнiй алгебрi, теорiї трансцендентних розши-

рень полiв рацiональних функцiй та сумiжних роздiлах математики.

Особистий внесок здобувача. Усi результати, що ввiйшли в дисертацiйну

роботу, одержанi самостiйно, або за особистою участю автора. А саме: основнi

теореми 3.2.8, 4.2.4, 4.3.8, 4.3.9, 5.1.9, дисертацiйної роботи отримано автором са-

мостiйно. Теореми 3.3.2, 5.1.3 отримано спiльно з А.П.Петравчуком при рiвному

й нероздiльному внеску спiвавторiв.
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Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи до-

повiдалися

∙ на П’ятiй Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi (Одеса, липень

2005 р.);

∙ на Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї з теорiї радикалiв ICOR-2006

(Київ, липень-серпень 2006 р.);

∙ на Шостiй Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi (Кам’янець-

Подiльський, липень 2007 р.).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 8 наукових ро-

ботах. З них 4 — це статтi [48, 28, 50, 30] у фахових виданнях та 4 — публiкацiї

у матерiалах та тезах конференцiй [47, 27, 29, 49].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi всту-

пу, чотирьох роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел. Загальний об-

сяг роботи – 117 сторiнок, з них список використаних джерел займає мiсце з

111 по 117 сторiнку i мiстить 64 найменувань.

Основний змiст роботи. Основна частина роботи складається iз п’яти

роздiлiв. На початку кожного роздiлу подається короткий змiст пiдроздiлiв да-

ного роздiлу.

У першому роздiлi проводиться огляд лiтератури, пов’язаної з тематикою

дослiджень, що проводилася здобувачем.

У другому роздiлi подано необхiднi означення та деякi допомiжнi резуль-

тати, якi використовуються в подальшому викладi результатiв роботи.

У третьому роздiлi дослiджуються замкненi рацiональнi функцiї i много-

члени. Нехай k - довiльне поле характеристики 0. Нагадаємо, що многочлен

𝑓 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] називається замкненим, якщо пiдалгебра k[𝑓 ] цiлозамкнена

в k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Множина замкнених многочленiв спiвпадає з множиною таких
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многочленiв 𝑓 , для яких пiдалгебра k[𝑓 ] є максимальним елементом в частково

впорядкованiй за включенням множинi

ℳ = {k[ℎ] | ℎ ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] ∖ k}.

Прикладом замкнених многочленiв є многочлени, якi утворюють якобiєву

пару, тобто такi многочлени 𝑓, 𝑔 ∈ k[𝑥, 𝑦], що виконується det 𝐽(𝑓, 𝑔) ∈ k*, де

𝐽(𝑓, 𝑔) - матриця Якобi многочленiв 𝑓, 𝑔. У випадку алгебраїчно замкненого

поля усi незвiднi многочлени є також замкненими.

Многочлен ℎ називається породжуючим для многочлена 𝑓 , якщо ℎ замкне-

ний i якщо 𝑓 ∈ k[ℎ], тобто якщо 𝑓 = 𝐹 (ℎ) для деякого 𝐹 (𝑡) ∈ k[𝑡]. Породжу-

ючий многочлен завжди iснує, до того ж визначений однозначно з точнiстю до

афiнного перетворення, тобто якщо ℎ1, ℎ2 два породжуючих многочлени мно-

гочлена 𝑓 , тодi iснують константи 𝑐1 ∈ k*, 𝑐2 ∈ k, такi що ℎ2 = 𝑐1ℎ1 + 𝑐2.

Рацiональна функцiя 𝜙 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∖ k називається замкненою, якщо

пiдполе k(𝜙) алгебраїчно замкнене в k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Рацiональна функцiя 𝜓 називається породжуючою для рацiональної функцiї

𝜓, якщо 𝜓 замкнена i 𝜓 ∈ k(𝜓). Основнi результати третього роздiлу мiстяться

в наступних теоремах:

Теорема 3.2.8. Нехай поле k = k̄ алгебраїчно замкнене. Нехай многочлени

𝑓, 𝑔 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] взаємно простi i алгебраїчно незалежнi. Якщо хоча б один

з них незвiдний, то рацiональна функцiя 𝜙 = 𝑓
𝑔 замкнена.

Теорема 3.3.2. Нехай многочлени 𝑓, 𝑔 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] взаємно простi i хоча б

один з них не є сталим многочленом. Тодi рацiональна функцiя 𝜙 = 𝑓
𝑔 замкне-

на тодi i лише тодi, коли у пучку гiперповерхонь 𝛼𝑓 + 𝛽𝑔 усi крiм, можливо,

скiнченного числа гiперповерхнi є незвiдними.

Четвертий роздiл присвячено дослiдженню структури алгебр Лi типу

𝑃2(k), тобто алгебр Лi многочленiв, рацiональних функцiй та рядiв вiд двох
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змiнних iз дужкою Лi, що визначається якобiаном [𝑓, 𝑔] = 𝜕𝑓
𝜕𝑥 ·

𝜕𝑔
𝜕𝑦 −

𝜕𝑓
𝜕𝑦 ·

𝜕𝑔
𝜕𝑥 . Пер-

ша частина цього роздiлу присвячена випадку характеристики нуль, у другiй

частинi дослiджується структура алгебр 𝑃2(k) та ̃︁𝑃2(k) у простiй характери-

стицi. В наступнiй теоремi дано опис простору узагальнених власних функцiй

внутрiшнiх диференцiювань алгебри Лi 𝑃2(k).

Теорема 4.2.4. Нехай 𝑎, 𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦], 𝑎 ̸= 0, 𝑉𝑎(𝑓) ̸= 0. Тодi iснує 𝑔𝑎,𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦],

такий що 𝑉𝑎(𝑓) = 𝑔𝑎,𝑓k[𝑓 ] i 𝑔𝑎,𝑓 не дiлиться на елементи з 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑓 ].

Зокрема, 𝑉𝑎(𝑓) нескiнченновимiрний векторний простiр над полем k i вiльний

модуль рангу 1 над централiзатором 𝐶𝑃2(k)(𝑓) многочлена 𝑓 .

Аналогiчнi результати можна отримати для алгебр Лi, побудованих на

кiльцях формальних степеневих рядiв вiд двох змiнних. Для зручностi будемо

називати формальний степеневий ряд 𝑓 ∈ k[[𝑥, 𝑦]] максимальним, якщо алге-

бра k[[𝑓 ]] є максимальним елементом у частково впорядкованiй за включенням

множинi

{k[[ℎ]] | ℎ ∈ k[[𝑥, 𝑦]]}.

Максимальнi ряди є аналогами замкнених многочленiв i рацiональних фун-

кцiй.

Ряд ℎ називається породжуючим рядом для ряду 𝑓 , якщо ℎ максимальний

i 𝑓 ∈ k[[ℎ]]. Породжуючий ряд завжди iснує.

Твердження 4.2.12. Нехай 𝑓 ∈ k[[𝑥, 𝑦]] ∖ k. Тодi 𝐶k[[𝑥,𝑦]](𝑓) = k[[ℎ]] для

довiльного породжуючого для 𝑓 ряду ℎ.

Твердження 4.2.14. Максимальними абелевими пiдалгебрами в k[[𝑥, 𝑦]] є в

точностi однопородженi пiдалгебри k[[ℎ]], породженi максимальним рядом ℎ.

Якщо характеристика основного поля бiльша вiд нуля, маємо цiлковито iншу

структуру централiзаторiв i максимальних абелевих пiдалгебр в алгебрах 𝑃2(k)

та ̃︁𝑃2(k). Вона вказана в наступних твердженнях
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Теорема 4.3.8. Нехай 𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦]∖k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]. Тодi 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝, ℎ1, . . . ℎ𝑝−1]

є вiльним модулем рангу 𝑝 над k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝], де ℎ𝑖 є вiльними твiрними, що мають

вигляд

𝑔−1(𝑎0 + 𝑎2𝑓 + · · · + 𝑎𝑝−1𝑓
𝑝−1),

𝑔, 𝑎𝑖 ∈ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝], 𝑖 = 0, 𝑝− 1.

Теорема 4.3.9. 1) Нехай 𝐴 максимальна абелева пiдалгебра в алгебрi Лi 𝑃2(k).

Тодi 𝐴 збiгається з централiзатором 𝐶𝑃2(k)(𝑓) для деякого 𝑓 ∈ 𝐴 ∖ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝].

Навпаки, для довiльного 𝑓 ∈ 𝑃2(k) ∖ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝] пiдалгебра 𝐶𝑃2(k)(𝑓) є максималь-

ною абелевою пiдалгеброю iз 𝑃2(k).

2) Максимальнi абелевi пiдалгебри алгебри Лi ̃︁𝑃2(k) вичерпуються пiдполя-

ми k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓), 𝑓 ∈̃︁𝑃2(k) ∖ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝).

В останньому, п’ятому роздiлi дослiджується структури алгебри Лi 𝑠𝑎2(k)

та алгебр, що подiбнi до неї, тобто алгебр Лi ̃︁𝑠𝑎2(k) та 𝑠𝑎pow
2 (k). У першiй частинi

розглянуто випадок нульової характеристики, друга частина цього роздiлу при-

свячена простiй характеристицi основного поля k.

Теорема 5.1.3. Нехай 𝐷 = 𝑃 (𝑥, 𝑦) 𝜕
𝜕𝑥+𝑄(𝑥, 𝑦) 𝜕

𝜕𝑦 – ненульовий елемент алгебри

Лi 𝑠𝑎2(k). Нехай 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ k[𝑥, 𝑦] такий многочлен, що 𝜕𝑓
𝜕𝑥 = 𝑄(𝑥, 𝑦), 𝜕𝑓

𝜕𝑦 =

−𝑃 (𝑥, 𝑦) i нехай 𝑓 породжуючий многочлен многочлена 𝑓 . Тодi

1) якщо 𝑓(𝑥, 𝑦) не многочлен Якобi, то

𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) = k[𝑓 ]

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
;

2) якщо 𝑓(𝑥, 𝑦) многочлен Якобi i 𝑔(𝑥, 𝑦) такий многочлен, що det(𝐽(𝑓, 𝑔)) ∈
k*, то

𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) = k[𝑓 ] ad 𝑓 + k ad 𝑔 = k[𝑓 ]𝐷 + k
(︂
−𝜕𝑔
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
.
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Теорема 5.1.9. Нехай 𝐴 максимальна абелева пiдалгебра алгебри Лi 𝑠𝑎2(k).

Тодi

1) якщо dim𝐴 = ∞, то

𝐴 = k[𝑓 ]

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
,

де 𝑓(𝑥, 𝑦) замкнений многочлен.

Навпаки, для довiльного замкненого многочлена 𝑓 , алгебра

k[𝑓 ]

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
є максимальною абелевою пiдалгеброю в 𝑠𝑎2(k);

2) якщо dim𝐴 <∞ то

𝐴 = k𝐷1 + k𝐷2,

де 𝐷1 = −𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦 , i 𝐷2 = −𝜕𝑔

𝜕𝑦
𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑔

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦 для деякої пари многочленiв 𝑓 та

𝑔, таких що [𝑓, 𝑔] = det(𝐽(𝑓, 𝑔)) ∈ k*.
Навпаки, для довiльних многочленiв 𝑓, 𝑔 з умовою det(𝐽(𝑓, 𝑔)) ∈ k* пiдал-

гебра

k𝐷1 + k𝐷2,

де 𝐷1 i 𝐷2 визначенi як i вище, є максимальною абелевою пiдалгеброю в 𝑠𝑎2(k).

Iдея опису централiзаторiв, яка була використана для алгебри Лi 𝑠𝑎2(k), не

працює повною мiрою для алгебри ̃︁𝑠𝑎2(k). Найбiльше, що ми можемо зробити, це

обмежитися образом гомоморфiзму ad i описати централiзатори та максимальнi

пiдалгебри для цiєї достатньо великої пiдалгебри в ̃︁𝑠𝑎2(k). Для рядiв маємо

аналогiчнi до Теорем 5.1.3 та 5.1.9 результати. В усiх формулюваннях потрiбно

лише замiнити многочлени на ряди.



Роздiл 1

Огляд лiтератури

Дослiдження алгебр Лi диференцiювань комутативних кiлець, зокрема кiлець

многочленiв вiд кiлькох змiнних, складають важливий напрям в сучаснiй теорiї

алгебр Лi, який тiсно пов’язаний з багатьма роздiлами алгебри, геометрiї, теорiї

диференцiальних рiвнянь та математичної фiзики. Наприклад, з кожною алге-

браїчною групою пов’язується вiдповiдна їй алгебра Лi, яка в багатьох випадках

є алгеброю Лi диференцiювань i тому результати, отриманi в теорiї алгебр Лi

можуть бути застосованi до алгебраїчних груп та груп Лi. Дослiдження алгебр

Лi диференцiювань кiлець многочленiв розпочалися давно, але систематичного

характеру вони набули пiсля опублiкування робiт Е.Картана (див. наприклад,

[11]), який вивчаючи алгебри Лi диференцiювань кiлець степеневих рядiв вiд

кiлькох змiнних ввiв серiї алгебр Лi картанiвського типу, дослiдження яких ду-

же вплинуло на подальший розвиток не тiльки теорiї алгебр Лi, але й алгебри

в цiлому. Основну роль тут вiдiграють чотири серiї алгебр Лi над полем хара-

ктеристики 0. Цi алгебри складаються з неперервних диференцiювань кiльця

𝑘[[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]] формальних степеневих рядiв, тобто з лiнiйних операторiв вигля-

ду

𝐷 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖
, 𝑓𝑖 ∈ 𝑘[[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]].

Цi серiї визначаються умовами:
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1) Всi диференцiювання кiльця 𝑘[[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]].

2) Всi диференцiювання 𝐷, якi задовольняють умову 𝐷𝜔 = 0, де 𝜔 = 𝑑𝑥1 ∧
. . . ∧ 𝑑𝑥𝑛 – диференцiальна форма.

3) Всi диференцiювання, якi задовольняють при 𝑛 = 2𝑘 умовi 𝐷𝜔 = 0, де

𝜔 – невироджена двовимiрна диференцiальна форма зi сталими коефiцiєнтами,

тобто

𝜔 =
∑︁

𝛼𝑖𝑗𝑑𝑥𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑗, 𝛼𝑖𝑗 = −𝛼𝑗𝑖, 𝑑𝑒𝑡(𝛼𝑖𝑗) ̸= 0.

4) Всi диференцiювання, якi задовольняють при 𝑛 = 2𝑘 + 1 умовi 𝐷𝜔 = 𝑓𝜔,

де 𝑓 - функцiя iз 𝑘[[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]], яка залежить вiд 𝐷, а 𝜔 – одновимiрна дифе-

ренцiальна форма з полiномiальними коефiцiєнтами степеня 6 1 i невиродже-

ним диференцiалом 𝑑𝜔.

Цi алгебри Лi в характеристицi 0 є простими, але вже в характеристицi

𝑝 > 0 вони перестають бути простими, в кожнiй з таких алгебр Лi дифе-

ренцiювання 𝐷 =
∑︀
𝑓𝑖

𝜕
𝜕𝑥𝑖

з 𝑓𝑖 ∈ 𝑘[[𝑥𝑝1, . . . , 𝑥
𝑝
𝑛]] утворюють iдеал скiнченної

ковимiрностi. Вiдповiднi фактор-алгебри можна описати як алгебри тих ди-

ференцiювань кiльця “зрiзаних” многочленiв 𝑘[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]/(𝑥
𝑝
1, . . . , 𝑥

𝑝
𝑛), якi задо-

вольняють умови типу 1) - 4). Алгебри Лi цих типiв є 𝑝-алгебрами i вичерпують

всi некласичнi простi 𝑝-алгебри Лi в характеристицi 𝑝 > 5. В своїй вiдомiй роботi

[34] А.I.Кострiкiн та I.Р.Шафаревич дослiдили властивостi таких алгебр Лi, по-

казали їх простоту (при деяких природних обмеження) i висунули гiпотезу, що

при достатньо великому простому числi 𝑝 модулярнi алгебри Лi є або класични-

ми або належать до таких картанiвських серiй. Ця гiпотеза була пiдтверджена

через багато рокiв в серiї робiт Г.Штраде, Р.Вiльсона та iнших математикiв

(див., наприклад, [61]). Алгебри Лi iз серiй 1) - 4) називаються вiдповiдно за-

гальною, спецiальною, гамiльтоновою та контактною алгебрами i є одними з

найбiльш популярних об’єктiв для дослiдження в останнi роки, оскiльки бага-

то питань не тiльки з алгебри, але й з iнших роздiлiв математики пов’язанi з
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алгебрами Лi картанiвських серiй.

Вкажемо один приклад застосування алгебр Лi диференцiювань алгебри

формальних степеневих рядiв в геометрiї. Якщо група 𝐺 дiє на множинi 𝑆,

то така дiя називається примiтивною у випадку, коли єдиними iнварiантними

вiдносно цiєї дiї вiдношеннями еквiвалентностi на 𝑆 є вiдношення тотожностi

i тривiальне вiдношення (у якого всi елементи iз 𝑆 належать одному класу

еквiвалентностi). Неважко показати, що примiтивнiсть дiї групи 𝐺 еквiвалентна

тому, що стабiлiзатор кожної точки множини 𝑆 є максимальною пiдгрупою гру-

пи 𝐺. Якщо 𝐺 – група Лi, яка примiтивно дiє на множинi 𝑆, то переходячи

до її алгебри Лi 𝐿 ми отримуємо поняття примiтивної пiдалгебри алгебри Лi

𝐿: це така пiдалгебра iз 𝐿, яка є максимальною в 𝐿 i не мiстить ненульових

iдеалiв алгебри 𝐿 (зауважимо, що в фундаментальнiй роботi Е.Картана [11]

дослiджувалися фактично примiтивнi псевдогрупи перетворень, але бiльшiсть

понять з теорiї груп перетворень мають сенс i для псевдогруп перетворень).

Примiтивнi пiдалгебри природним чином мiстяться в алгебрах Лi картанiвських

серiй i значною мiрою визначають їх будову, як це було показано в роботах

В.Каца [32], [33]. При дослiдженнi примiтивних пiдалгебр в серiї робiт вiдомих

математикiв В.Гiйємiна та С.Стернберга [23], [24], [25] було вивчено локальну

дiю таких алгебр Лi на гладких многовидах i отримано ряд фундаментальних

результатiв, якi вiдносяться до диференцiальної геометрiї.

При дослiдженнi алгебр Лi диференцiювань кiлець многочленiв важливим

є також питання про властивостi окремих елементiв цих алгебр Лi, тобто

окремих диференцiювань. Це питання вiдноситься переважно до комутатив-

ної алгебри i диференцiювання вивчаються переважно засобами цього роздiлу

алгебри. Найважливiшими тут є питання про будову кiльця констант дано-

го диференцiювання i про його простоту (диференцiювання 𝐷 називається

простим, якщо кiльце не мiстить нетривiальних iдеалiв, якi є iнварiантними
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вiдносно дiї цього диференцiювання). Теорiї диференцiювань кiлець много-

членiв вiд кiлькох змiнних присвячено величезну кiлькiсть робiт (див., на-

приклад, монографiї [18] та [41]). Важливим класом диференцiювань кiлець

многочленiв є локально нiльпотентнi диференцiювання (нагадаємо, що дифе-

ренцiювання 𝐷 називається локально нiльпотентним, якщо для кожного еле-

мента 𝑓 кiльця k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] iснує таке натуральне число 𝑠𝑓 , що 𝐷𝑠𝑓 (𝑓) = 0).

Локально нiльпотентнi диференцiювання важливi ще й тому, що експонента

вiд такого диференцiювання легко визначається (у випадку основного поля k
нульової характеристики) i є автоморфiзмом кiльця многочленiв k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛].

Локально нiльпотентнi диференцiювання кiльця многочленiв вiд двох змiнних

були описанi Р.Ренчлером в роботi [52], виявилось, що з точнiстю до спряження

деяким автоморфiзмом кiльця многочленiв вони мають вигляд 𝐷 = 𝑓(𝑦) 𝜕
𝜕𝑥 . В

загальному випадку опис локально нiльпотентних диференцiювань є дуже важ-

кою задачею, якiй присвячено велику кiлькiсть робiт багатьох вiдомих матема-

тикiв, i де отримано лише спорадичнi результати. Вiдзначимо зокрема, що в ро-

ботах Х.Дерксена [14], [15] та Е.Фройденбурга [20] та [13] локально нiльпотентнi

диференцiювання дослiджувалися з точки зору їх кiлець констант. Сучасний

стан справ в цьому дуже цiкавому напрямi комутативної алгебри викладено в

монографiї Е.Фройденбурга [21], яка опублiкована зовсiм недавно.

Оскiльки опис централiзаторiв елементiв в алгебрi Лi 𝑠𝑎2(𝑘) над основним

полем характеристики 0 зводиться до вивчення замкнених многочленiв вiд двох

змiнних, частина дисертацiйної роботи присвячена саме цiй тематицi. В бага-

тьох випадках зручно вивчати не тiльки замкненi многочлени, але й замкненi

рацiональнi функцiї вiд кiлькох змiнних (такi рацiональнi функцiї можуть бути

визначенi як такi рацiональнi функцiї, якi породжують максимальнi пiдполя

степеня трансцендентностi степеня 1 у поля рацiональних функцiй). Систе-

матичне вивчення замкнених многочленiв розпочалося в роботi М.Нагати i
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А.Новiцкi [43], де вивчалися кiльця констант диференцiювань кiльця много-

членiв k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Зокрема, ними було доведено наступне твердження, яке

часто використовується при вивченнi диференцiювань: якщо chark = 0 i 𝐷– не-

нульове диференцiювання кiльця многочленiв k[𝑥, 𝑦], то кiльце констант цього

диференцiювання має вигляд k[𝑥, 𝑦]𝐷 = k[𝑓 ] для деякого многочлена 𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦].

Легко бачити, що кожен незвiдний многочлен iз k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] є замкненим i то-

му природним є питання, наскiльки близькi замкненi многочлени до незвiдних.

Використовуючи досить глибокi результати iз алгебраїчної геометрiї (теорему

Бертiнi та її наслiдки, див. [56], теорема 2.6.1) було доведено, що для в де-

якому сенсi замкненi многочлени вiдрiзняються вiд незвiдних лише адитивною

константою (це все для алгебраїчно замкнених полiв), а саме було доведено,

що для замкненого многочлена 𝑓 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] сума 𝑓 + 𝑐 є незвiдним мно-

гочленом для всiх крiм скiнченного числа елементiв 𝑐 основного поля. Одни-

ми iз перших в цьому напрямi була робота Ю.Стейна [59], який використо-

вуючи методи алгебраїчної геометрiї вказав верхню оцiнку для кiлькостi та-

ких "виключних"елементiв у випадку многочленiв вiд двох змiнних i поля ха-

рактеристики 0. Пiзнiше в роботах французьких математикiв М.Аяда [4], [5]

М.Наджиба [38], [39], [40] та iнших була уточнена верхня оцiнка для кiлькостi

елементiв поля 𝑐, для яких сума 𝑓 + 𝑐 є звiдним многочленом. Замкненi много-

члени та замкненi рацiональнi функцiї вивчались також в роботi В.Бавули [7],

присвяченiй в основному деяким узагальненням теореми Люрота про пiдполя

степеня трансцендентностi 1 поля рацiональних функцiй k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). В цiй

роботi були перенесенi на поля рацiональних функцiй також деякi результати

М.Нагати i А.Новiцкi про кiльця констант диференцiювань кiльця многочленiв

вiд кiлькох змiнних. Зокрема, В.Бавула довiв, що для довiльного ненульового

диференцiювання 𝛿 поля рацiональних функцiй k(𝑥, 𝑦) пiдполе констант також

має вигляд k(𝑥, 𝑦)𝛿 = k(𝑓) для деякої рацiональної функцiї 𝑓 ∈ k(𝑥, 𝑦). Не-
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давно в роботi I.В.Аржанцева та А.П.Петравчука [2] замкненi многочлени були

дослiдженi з точки зору дiї на них скiнченних груп автоморфiзмiв алгебри мно-

гочленiв вiд кiлькох змiнних. Нагадаємо, що пiдалгебра 𝐴 ⊆ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] нази-

вається насиченою, якщо для кожного многочлена 𝑓 ∈ 𝐴∖k породжуючий мно-

гочлен для 𝑓 також належить пiдалгебрi 𝐴. Було доведено, що при природнiй дiї

скiнченної групи 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿𝑛(k) на алгебрi многочленiв k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] пiдалгебра

констант 𝐴 = k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]
𝐺 буде насиченою в k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] тодi i тiльки тодi,

коли 𝐺 не допускає нетривiальних гомоморфiзмiв в мультиплiкативну групу

основного поля k. Це дає можливiсть будувати багато прикладiв ненасичених

пiдалгебр iз k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Аналогiчнi результати були отриманi тими ж автора-

ми для замкнених рацiональних функцiй (тобто таких, якi породжують алгебра-

їчно замкненi в полi k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] пiдполя степеня трансцендентностi 1). Вико-

ристовуючи властивостi замкнених рацiональних функцiй вiд кiлькох змiнних в

роботi [3] були побудованi приклади не алгебраїчно замкнених пiдполiв iз поля

рацiональних функцiй k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], кожне пiдполе степеня трансцендентностi

1 яких є алгебраїчно замкненим.

Однiєю з перших робiт, в якiй фактично вивчалися замкненi многочленам бу-

ла робота Ф.Закса [63], де було описано Дедекiндовi пiдалгебри алгебри много-

членiв вiд кiлькох змiнних. Виявилось, що це будуть лише пiдалгебри, iзоморфнi

алгебрi многочленiв вiд однiєї змiнної. Методи доведення, використанi в цiй ро-

ботi узагальнювалися потiм iншими авторами при дослiдженнi кiлець констант

окремих диференцiювань або сiмейств диференцiювань. Аналогом замкнених

многочленiв в полях рацiональних функцiй вiд кiлькох змiнних є замкненi фун-

кцiї, якi визначаються, умовою, що пiдполе, ними породжене є максимальним

пiдполем степеня трансцендентностi 1. Для замкнених рацiональних функцiй

можна поставити тi ж самi питання. що i для замкнених многочленiв, а саме,

при якiй кiлькостi елементiв 𝑐 основного поля сума 𝜑+ 𝑐 буде знову замкненою
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рацiональною функцiєю. Це питання вивчалося в роботi А.Бодена [9], де було

вказано оцiнку для кiлькостi елементiв 𝑐 в залежностi вiд степеня рацiональної

функцiї 𝜑 = 𝑝
𝑞 який визначається як максимум степенiв чисельника i знаменни-

ка рацiонального дробу. Зауважимо, що на полi рацiональних функцiй вiд двох

змiнних можна ввести структуру алгебри Пуассона таким самим способом. як i

на алгебрi многочленiв вiд двох змiнних. Тут централiзатори елементiв будуть

вже пiдполями, якi мiстять основне поле, i питання про будову таких пiдполiв є

цiкавим i важливим питанням. Аналогiчно максимальнi абелевi пiдалгебри бу-

дуть максимальними в деякому сенсi пiдполями i тут важливими є властивостi

замкнених рацiональних функцiй, про якi йшла мова ранiше. Централiзатори

елементiв в полях рацiональних функцiй вивчалися в роботi А.Бодена [9], а у

випадку позитивної характеристики основного поля в роботi С.Скрябiна [57].

Зауважимо, що ще ранiше централiзатори елементiв та максимальнi абелевi

пiдалгебри в алгебрах Вейля дослiджувалися в роботах багатьох авторiв (див.,

наприклад, [1], [16] ). Аналогiчно можна поставити питання про централiзатори

елементiв в вiльнiй асоцiативнiй алгебрi над полем. Це питання розглядалося в

роботi Г.Бергмана [8], де було доведено, що централiзатор довiльного елемен-

та iз такої алгебри (який не лежить в основному полi) має вигляд k[𝑓 ], де 𝑓

- деякий елемент iз цiєї алгебри. Це показує, що питання про централiзатори

елементiв (i про максимальнi абелевi пiдалгебри) виникає природним чином в

рiзних роздiлах алгебрах, хоча при його вивченнi, часто застосовуються зовсiм

рiзнi пiдходи.



Роздiл 2

Означення та допомiжнi результати

Означення 2.0.1. Нижнiм центральним рядом алгебри Лi 𝐿 називається

ряд iдеалiв

𝐿 = 𝐿0 ⊇ 𝐿1 ⊇ · · · ⊇ 𝐿𝑛 ⊇ . . . ,

де 𝐿𝑖 := [𝐿,𝐿𝑖−1], тобто 𝐿1 = [𝐿,𝐿], 𝐿2 = [𝐿, [𝐿,𝐿]], 𝐿3 = [𝐿, [𝐿, [𝐿,𝐿]]] i т. д.

Означення 2.0.2. Похiдним рядом алгебри Лi 𝐿 називається ряд iдеалiв

𝐿 = 𝐿(0) ⊇ 𝐿(1) ⊇ · · · ⊇ 𝐿(𝑛) ⊇ . . . ,

де 𝐿𝑖 := [𝐿(𝑖−1), 𝐿(𝑖−1)], тобто 𝐿(1) = [𝐿,𝐿] = 𝐿1, 𝐿(2) = [[𝐿,𝐿], [𝐿,𝐿]] i т.

д. Замiсть 𝐿(1) часто використовується 𝐿′ (перша похiдна), а замiсть 𝐿(2)

пишуть 𝐿′′ (друга похiдна).

Означення 2.0.3. Алгебра Лi називається нiльпотентною, якщо її нижнiй

центральний ряд закiнчується нулем, тобто iснує таке число 𝑛, що 𝐿𝑛 = 0.

Найменше таке 𝑛, що 𝐿𝑛 = 0 називається класом нiльпотентностi (ступе-

нем нiльпотентностi) алгебри Лi 𝐿.

Нiльпотентними алгебрами ступеня нiльпотентностi один є, очевидно, абелевi

алгебри.
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Означення 2.0.4. Алгебра Лi називається розв’язною, якщо її похiдний ряд

закiнчується нулем, тобто iснує таке число 𝑛, що 𝐿(𝑛) = 0. Найменше таке

𝑛 називається ступенем розв’язностi (розв’язною довжиною) алгебри Лi 𝐿.

Зрозумiло, що розв’язними алгебрами ступеня розв’язностi один є абелевi

алгебри.

Тензорний добуток асоцiативної алгебри i алгебри Лi. Нехай 𝐿 ал-

гебра Лi над полем k, i нехай 𝐴 асоцiативна комутативна k−алгебра. Тодi ве-

кторний простiр 𝐴⊗𝑘𝐿 з множенням [𝑎1⊗ 𝑙1, 𝑎2⊗ 𝑙2] = 𝑎1𝑎2[𝑙1, 𝑙2], 𝑎𝑖 ∈ 𝐴, 𝑙𝑖 ∈ 𝐿,

𝑖 = 1, 2, є алгеброю Лi над полем k.

Наведена конструкцiї дає широкий клас прикладiв алгебр Лi, деякi алгебри

Лi, якi розглядаються в роботi, можуть бути отриманi саме таким чином.

Означення 2.0.5. Нехай 𝐿 алгебра Лi i нехай 𝑎 деякий її елемент. Тодi цен-

тралiзатором елемента 𝑎 називається множина 𝐶𝐿(𝑎) усiх таких елементiв

𝑏 алгебри Лi, що комутують з 𝑎:

𝐶𝐿(𝑎) = {𝑏 ∈ 𝐿 | [𝑎, 𝑏] = 0}.

Означення 2.0.6. Векторний простiр 𝑃 над полем k, в якому визначенi

двi бiлiнiйнi операцiї 𝑥 · 𝑦 (множення) та [𝑥, 𝑦] (дужка Пуассона), називає-

ться Пуассоновою алгеброю, якщо 𝑃 є комутативною асоцiативною алгеброю

вiдносно операцiї 𝑥 · 𝑦, 𝑃 є алгеброю Лi вiдносно операцiї [𝑥, 𝑦] i 𝑃 задовольняє

наступну тотожнiсть (тотожнiсть Лейбнiца)

[𝑎 · 𝑏, 𝑐] = [𝑎, 𝑐] · 𝑏+ 𝑎 · [𝑏, 𝑐]

для довiльних елементiв 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑃 .

Зауваження 2.0.1. Остання умова в Означеннi 2.0.6 означає, що вiдобра-

ження 𝑃 → 𝑃, 𝑔 ↦→ [𝑓, 𝑔], є диференцiюванням асоцiативної алгебри 𝑃 у

сенсi Означення 2.0.9.
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Означення 2.0.7. 1) Нехай 𝑆 ⊆ 𝑅 розширення кiлець. Елемент 𝑏 ∈ 𝑅 нази-

вається цiлим над 𝑆, якщо iснує монiчний многочлен

𝑓 = 𝑡𝑚 + 𝑎1𝑡
𝑚−1 + · · · + 𝑎𝑚 ∈ 𝑆[𝑡],

такий що 𝑓(𝑏) = 0. Розширення 𝑆 ⊆ 𝑅 називається цiлим, якщо усi елементи

з 𝑅 цiлi над 𝑆.

Пiдкiльце 𝑆 називається цiлозамкненим у 𝑅, якщо кожен цiлий над 𝑆 еле-

мент iз 𝑅 належить вже 𝑆.

2) Область цiлiсностi 𝑅 називається нормальною, якщо кiльце 𝑅 цiло-

замкнене в своєму полi часток 𝑄(𝑅).

3) Розширення полiв 𝐾 ⊆ 𝐿 називається алгебраїчним, якщо воно є цiлим

розширенням кiлець. Елемент 𝑏 ∈ 𝐿 називається алгебраїчним над 𝐾, якщо

вiн цiлий над 𝐾. Iншими словами, у випадку полiв прикметник “цiлий” не

вживається, замiсть нього вживають прикметник “алгебраїчний”.

Лема 2.0.2. Нехай 𝐴 ⊆ 𝑅 цiле розширення кiлець, i нехай 𝑅 нормальна

область цiлiсностi. Тодi 𝑄(𝐴) ⊆ 𝑄(𝑅) є також цiлим (алгебраїчним) роз-

ширенням.

Доведення. Оскiльки𝐴 ⊆ 𝑅 i𝑅 ⊆ 𝑄(𝑅) є цiлими розширеннями, ми отримуємо,

що 𝐴 ⊆ 𝑄(𝑅) також цiле.

Нехай 𝑎 ∈ 𝑄(𝑅), 𝑎 ̸= 0, цiлий над 𝑄(𝐴), тодi

𝑎𝑛 + (𝑔1/ℎ1)𝑎
𝑛−1 + · · · + (𝑔𝑛/ℎ𝑛) = 0, 𝑔𝑖, ℎ𝑖 ∈ 𝐴, ℎ𝑖 ̸= 0.

Помноживши останню рiвнiсть на ℎ𝑛, де ℎ = ℎ1ℎ2 . . . ℎ𝑛, отримуємо

(ℎ𝑎)𝑛 + 𝑔1(
∏︁
�̸�=1

ℎ𝑖)(ℎ𝑎)𝑛−1 + 𝑔2ℎ(
∏︁
�̸�=2

ℎ𝑖)(ℎ𝑎)𝑛−2 + · · · + 𝑔𝑛ℎ
𝑛−1(

∏︁
�̸�=𝑛

ℎ𝑖) = 0.

Отже ℎ𝑎 є цiлим над 𝐴. Використовуючи цiлозамкненiсть 𝐴, одержуємо ℎ𝑎 ∈ 𝐴

i, значить, ℎ ∈ 𝑄(𝐴), що доводить лему.
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Означення 2.0.8. Кiльце 𝑅 називається дедекiндовим кiльцем, якщо 𝑅 нор-

мальне i dim𝑅 = 1.

Теорема 2.0.3 (Zaks [63], Eakin [17]). Нехай 𝑅 дедекiндове пiдкiльце кiльця

многочленiв k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], що мiстить поле k. Тодi 𝑅 = k[𝑓 ] для деякого мно-

гочлена 𝑓 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], тобто є кiльцем многочленiв вiд однiєї змiнної. вербi

Теорема 2.0.4 (Gordan [22], Igusa [31] ). Нехай k = k̄ алгебраїчно замкнене по-

ле. Нехай k ⊆ 𝐸 ⊆ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) розширення полiв степенi трансцендентностi

tr. degk𝐸 = 1. Тодi 𝐸 = k(𝑒) для деякого елемента 𝑒 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Означення 2.0.9. Нехай 𝑅 – асоцiативна k−алгебра. Тодi

1) (скалярним) диференцiюванням називається довiльне k−лiнiйне вiдоб-

раження 𝛿 : 𝑅 → 𝑅, яке задовольняє правило Ляйбнiца 𝛿(𝑎𝑏) = 𝛿(𝑎)𝑏 + 𝑎𝛿(𝑏);

множина усiх диференцiювань алгебри 𝑅 утворює векторний пiдпростiр в

Homk(𝑅,𝑅), що позначається Der(𝑅);

2) векторним диференцiюванням розмiрностi 𝑚 називається довiльне

лiнiйне вiдображення 𝐷 : 𝑅 → 𝑅𝑚, кожна компонента якого є скалярним

диференцiюванням алгебри 𝑅, тобто 𝐷 = (𝛿1, . . . , 𝛿𝑚), де 𝛿𝑖 : 𝑅 → 𝑅 є скаляр-

ним диференцiюванням.

Множина Homk(𝑅,𝑅) усiх k−eндоморфiзмiв k-алгебри 𝑅 вiдносно опе-

рацiї композицiї утворює асоцiативну k-алгебру. Тому, як було зазначено ви-

ще, асоцiативна k−алгебра Homk(𝑅,𝑅) буде алгеброю Лi вiдносно комутатора

[𝑓, 𝑔] = 𝑓 ∘ 𝑔 − 𝑔 ∘ 𝑓 . Важливою властивiстю диференцiювань є те, що вони

утворюють пiдалгебру Лi у алгебрi Лi Homk(𝑅,𝑅).

Означення 2.0.10. 1) Нехай 𝛿 диференцiювання кiльця многочленiв вiд 𝑛

змiнних k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Многочлен 𝑓 називається многочленом Дарбу (або вла-

сним вектором) для 𝛿, якщо 𝛿(𝑓) = 𝜆𝑓 для деякого многочлена 𝜆 (не обо-

в’язково 𝜆 ∈ k). Многочлен 𝜆 називається комножником диференцiювання 𝛿
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(або узагальненим власним значенням), який вiдповiдає многочлену Дарбу 𝑓 .

Iншими словами, 𝑓 є полiномiальною власною функцiєю для 𝛿 з (узагальне-

ним) власним значенням 𝜆.

2) Якщо 𝛿 = (𝛿1, . . . , 𝛿𝑚) векторне диференцiювання кiльця многочленiв

k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], то многочлен 𝑓 називається многочленом Дарбу для 𝛿, якщо

вiн є многочленом Дарбу для кожної координати 𝛿𝑖 диференцiювання 𝛿, тоб-

то 𝛿𝑖(𝑓) = 𝜆𝑖𝑓 для деяких 𝜆𝑖 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], 𝑖 = 1,𝑚. Комножником у цьому

випадку є вектор комножникiв (𝜆1, . . . , 𝜆𝑚).

Лема 2.0.5. 1) Якщо 𝑓 i 𝑔 є многочленами Дарбу деякого диференцiювання 𝛿 :

k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] → k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], що вiдповiдають комножникам 𝜆 i 𝜇 вiдповiдно,

то тодi 𝑓𝑔 є многочленом Дарбу диференцiювання 𝛿, який вiдповiдає комно-

жнику 𝜆+ 𝜇;

2)Нехай ℎ многочлен Дарбу диференцiювання

k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]
𝛿−→ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛].

Тодi довiльний дiльник многочлена ℎ теж є многочленом Дарбу для 𝛿.

Доведення. 1) Випливає з рiвностi

𝛿(𝑓𝑔) = 𝛿(𝑓)𝑔 + 𝑓𝛿(𝑔) = 𝜆𝑓𝑔 + 𝑓𝜇𝑔 = (𝜆+ 𝜇)𝑓𝑔.

2) Нехай 𝛿(ℎ) = 𝜆ℎ. Нехай спочатку ℎ = ℎ1ℎ2, де ℎ1 i ℎ2 взаємнопростi.

Доведемо, що, наприклад, ℎ1 є многочленом Дарбу диференцiювання 𝛿. Дiйсно,

з

𝜆ℎ1ℎ2 = 𝜆ℎ = 𝛿(ℎ) = 𝛿(ℎ1ℎ2) = ℎ1𝛿(ℎ2) + ℎ2𝛿(ℎ1)

випливає, що ℎ2𝛿(ℎ1) = (𝜆ℎ2 − 𝛿(ℎ2))ℎ1. Оскiльки ℎ1 i ℎ2 взаємнопростi, то

𝜆ℎ2 − 𝛿(ℎ2) = ℎ2𝑎 для деякого многочлена 𝑎, i ми отримуємо ℎ2𝛿(ℎ1) = (𝜆ℎ2 −
𝛿(ℎ2))ℎ1 = ℎ2𝑎ℎ1, а отже 𝛿(ℎ1) = 𝑎ℎ1. Таким чином ℎ1 многочлен Дарбу, що

вiдповiдає комножнику 𝑎.
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Припустiмо тепер, що многочлен ℎ має вигляд ℎ = ℎ𝑚1 для деякого много-

члена ℎ1 i натурального числа 𝑚. Тодi

𝜆ℎ𝑚1 = 𝜆ℎ = 𝛿(ℎ) = 𝛿(ℎ𝑚1 ) = 𝑚ℎ𝑚−1
1 𝛿(ℎ1),

звiдки отримуємо, що 𝛿(ℎ1) = 𝜆
𝑛ℎ1, тобто ℎ1 є многочленом Дарбу, що вiдповiдає

комножнику(власному числу) 𝜆
𝑛 .

З доведеного вище випливає, що довiльний незвiдний множник многочлена

ℎ є многочленом Дарбу диференцiювання 𝛿. Оскiльки за першою частиною цiєї

Леми добуток многочленiв Дарбу є знову многочленом Дарбу, отримуємо, що

довiльний множник многочлена Дарбу є многочленом Дарбу.

Аналогiчнi властивостi мають i векторнi диференцiювання.

Лема 2.0.6. 1) Якщо 𝑓 i 𝑔 є многочленами Дарбу деякого векторного дифе-

ренцiювання 𝛿 : k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] → k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]
𝑚, що вiдповiдають комножникам

𝜆 i 𝜇 вiдповiдно, то тодi 𝑓𝑔 є многочленом Дарбу векторного диференцiювання

𝛿, який вiдповiдає комножнику 𝜆+ 𝜇;

2)Нехай ℎ многочлен Дарбу векторного диференцiювання 𝛿 : k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] →
k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]

𝑚. Тодi довiльний дiльник многочлена ℎ теж є многочленом Дарбу

для 𝛿.

Доведення. Для доведення цих властивостей достатньо повторити доведення

Леми 2.0.5 для кожної компоненти векторного диференцiювання 𝛿.

Теорема 2.0.7 (Ollagnier). Нехай k поле характеристики нуль i нехай 𝛿 :

k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] → k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]
𝑟 — скалярне (𝑟 = 1) або векторне (𝑟 > 2) ди-

ференцiювання кiльця многочленiв вiд 𝑛 змiнних. Нехай 𝑚 натуральне чи-

сло. Тодi число комножникiв, якi вiдповiдають многочленам Дарбу степеня

не бiльше 𝑚 скiнченне.

Доведення. Див. [46], Proposition 4 та Corollary 5.
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Означення 2.0.11. Нехай 𝛿 : 𝑅 → 𝑅 диференцiювання k−алгебри 𝑅. Тодi

елементи ядра диференцiювання 𝑅𝛿 := ker 𝛿 називаються константами ди-

ференцiювання 𝛿. Множина констант диференцiювання 𝛿 є пiдкiльцем (на-

справдi k-пiдалгеброю) у 𝑅. Це кiльце називається кiльцем констант дифе-

ренцiювання 𝛿.

Константи диференцiювання кiльця многочленiв є многочленами Дарбу, що

вiдповiдають комножнику 0.

Лема 2.0.8. 1) Нехай k поле характеристики нуль i 𝑅 – k−алгебра без

дiльникiв нуля. Тодi для довiльного диференцiювання 𝐷 : 𝑅 → 𝑅 алгебри 𝑅

пiдалгебра констант 𝑅𝐷 цiлозамкнена у 𝑅.

2) Нехай 𝐷 диференцiювання кiльця k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] або поля k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Тодi множина констант диференцiювання 𝐷 є цiлозамкненою пiдалгеброю в

k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] або у k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) вiдповiдно.

Доведення. 1) Розглянемо цiлий над 𝑅𝐷 елемент 𝑎. Нехай 𝑓 ∈ 𝑅𝐷[𝑡], 𝑓(𝑡) =

𝑡𝑚 + 𝑏1𝑡
𝑚−1 + · · · + 𝑏𝑚, 𝑏𝑖 ∈ 𝑅𝐷, монiчний многочлен найменшого степеня, який

анулює 𝑎. Тодi, застосовуючи диференцiювання 𝐷 до

𝑎𝑚 + 𝑏1𝑎
𝑚−1 + · · · + 𝑏𝑚 = 0,

отримуємо

(𝑚𝑎𝑚−1 + (𝑚− 2)𝑏1𝑎
𝑚−2 + · · · + 𝑏𝑚−1)𝐷(𝑎) = 0.

Оскiльки 𝑅 без дiльникiв нуля i 𝑓 мiнiмальний анулюючий многочлен, робимо

висновок, що 𝐷(𝑎) = 0, отже 𝑎 ∈ 𝑅𝐷.

2) очевидно випливає з 1), оскiльки k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] i k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) кiльця без

дiльникiв нуля.

В роботi [43] було доведено наступну теорему, яка часто використовується

при вивченнi диференцiювань кiльця многочленiв вiд двох змiнних.
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Теорема 2.0.9 (Theorem 2.8, [43]). Нехай 𝐷 диференцiювання кiльця k[𝑥, 𝑦].

Тодi iснує многочлен 𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦], такий що ker𝐷 = k[𝑓 ].

Аналогiчне твердження має мiсце для диференцiювань поля рацiональних

функцiй вiд двох змiнних

Теорема 2.0.10 (Corollary 2.6, [7]). Нехай k алгебраїчно замкнене поле ха-

рактеристики нуль, нехай 𝐷 вiдмiнне вiд нульового диференцiювання поля

k(𝑥, 𝑦). Тодi ker𝐷 = k(𝑓) для деякого 𝑓 ∈ k(𝑥, 𝑦).

Нагадаємо, що в довiльнiй алгебрi Лi 𝐿 над полем k для довiльного елемента

𝑎 ∈ 𝐿 вiдображення

ad(𝑎) : 𝐿→ 𝐿, 𝑏 ↦→ ad(𝑎)(𝑏) := [𝑎, 𝑏]

є k−диференцiюванням алгебри Лi 𝐿, тобто лiнiйним вiдображенням 𝐿 → 𝐿,

що задовольняє умову

ad(𝑎)([𝑏, 𝑐]) = [ad(𝑎)(𝑏), 𝑐] + [𝑏, ad(𝑎)(𝑐)].

Такi диференцiювання називаються внутрiшнiми. Якщо ж 𝐿 є ще й алгеброю

Пуассона, то з означення алгебри Пуассона випливає, що ad(𝑎) є ще й ди-

ференцiюванням Пуассонової структури у сенсi Означення 2.0.9 Для вiльних

Пуассонових алгебр має мiсце аналог теореми Бергмана про структуру цен-

тралiзатора в вiльнiй асоцiативнiй алгебрi

Теорема 2.0.11 (Theorem 1, [58]). Нехай 𝑓 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] ∖ k, тодi ядро

внутрiшнього диференцiювання ad(𝑓) є кiльцем многочленiв вiд однiєї змiнної,

тобто ker ad(𝑓) = k[ℎ] для деякого вiдмiнного вiд константи многочлена

ℎ ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛].

Теорема 2.0.12 (Theorem 4.1, [36]). Нехай 𝐷 вiдмiнне вiд нуля диференцiю-

вання кiльця формальних степеневих рядiв вiд двох змiнних k[[𝑥, 𝑦]]. Тодi

ker𝐷 = k[[ℎ]] для деякого ряду ℎ ∈ k[[𝑥, 𝑦]].
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Теорема 2.0.13 (Theorem 4.4, [43]). Нехай k поле характеристики 𝑝 > 0, i

нехай 𝐷 це k−диференцiювання кiльця многочленiв вiд двох змiнних k[𝑥, 𝑦].

Тодi ker𝐷 є вiльним k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]−модулем.

Лема 2.0.14. Якщо многочлени 𝑓, 𝑔 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] ∖ k алгебраїчно залежнi,

то iснує многочлен ℎ ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], такий що 𝑓 ∈ k[ℎ] i 𝑔 ∈ k[ℎ].

Доведення. Нехай Φ ∈ k[𝑡1, 𝑡2] ∖ k многочлен, такий що Φ(𝑓, 𝑔) = 0. Тодi

𝜕

𝜕𝑥1
Φ(𝑓, 𝑔) = · · · =

𝜕

𝜕𝑥𝑛
Φ(𝑓, 𝑔) = 0,

звiдки випливає

Φ𝑡1(𝑓, 𝑔)
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
+ Φ𝑡2(𝑓, 𝑔)

𝜕𝑔

𝜕𝑥𝑖
= 0, 𝑖 = 1, 𝑛.

Оскiльки або Φ𝑡1(𝑓, 𝑔) або Φ𝑡2(𝑓, 𝑔) не дорiвнює нулю, отримуємо, що вектори(︁
𝜕𝑓
𝜕𝑥1
, . . . , 𝜕𝑓𝜕𝑥𝑛

)︁𝑡
i
(︁
𝜕𝑔
𝜕𝑥1
, . . . , 𝜕𝑔

𝜕𝑥𝑛

)︁𝑡
алгебраїчно залежнi над k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Останнє

означає, що

det

(︃
𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑔
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑔
𝜕𝑥𝑗

)︃
=
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑔

𝜕𝑥𝑗
− 𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑔

𝜕𝑥𝑖
= 0, 𝑗 > 𝑖.

Отже, [𝑓, 𝑔] = 0, тому 𝑔 належить до ядра диференцiювання ad(𝑓), що

за Теоремою 2.0.11 має вигляд ker ad(𝑓) = k[ℎ] для деякого многочлена ℎ ∈
k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Отже 𝑓, 𝑔 ∈ k[ℎ].

Нагадаємо, що рацiональнi функцiї 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) називаються

алгебраїчно залежними, якщо iснує вiдмiнна вiд нуля рацiональна функцiя

𝐹 (𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) ∈ k(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) така, що 𝐹 (𝑓1, . . . , 𝑓𝑘) = 0.

В наступнiй лемi зiбранi для зручностi еквiвалентнi умови алгебраїчної за-

лежностi двох рацiональних функцiй вiд кiлькох змiнних.

Лема 2.0.15. Для рацiональних функцiй 𝜙, 𝜓 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)∖k наступнi умо-

ви є еквiвалентними.
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1) 𝜙 and 𝜓 алгебраїчно залежнi над k;

2) ранг матрицi Якобi 𝐽(𝜙, 𝜓) =

(︃
𝜕𝜙
𝜕𝑥1

. . . 𝜕𝜙
𝜕𝑥𝑛

𝜕𝜓
𝜕𝑥1

. . . 𝜕𝜓
𝜕𝑥𝑛

)︃
дорiвнює 1;

3) для диференцiалiв 𝑑𝜙 i 𝑑𝜓 функцiй 𝜙 i 𝜓 вiдповiдно має мiсце 𝑑𝜙∧𝑑𝜓 = 0;

4) iснує ℎ ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), так що 𝜙 = 𝐹 (ℎ) i 𝜓 = 𝐺(ℎ) для деяких

рацiональних функцiй 𝐹 (𝑡), 𝐺(𝑡) ∈ k(𝑡).

Доведення. Еквiвалентнiсть 1) i 2) випливає з [26], Ch.III, §7, Th. III. Еквiва-

лентнiсть 2) i 3) очевидна. Оскiльки 2) випливає з 4), достатньо довести, що з 1)

випливає 4). Нехай 𝜙 та 𝜓 алгебраїчно залежнi. Тодi, очевидно, степiнь транс-

цендентностi tr. degk k(𝜙, 𝜓) дорiвнює 1. За Теоремою 2.0.4 (див. також [54],

стор. 15) ми отримуємо k(𝜙, 𝜓) = k(ℎ) для деякої рацiональної функцiї ℎ, i тому

𝜙 = 𝐹 (ℎ) and 𝜓 = 𝐺(ℎ) для деяких рацiональних функцiй 𝐹 (𝑡), 𝐺(𝑡) ∈ k(𝑡).

Розглянемо тепер алгебру многочленiв вiд двох змiнних k[𝑥, 𝑦] i введемо

бiнарну операцiю на k[𝑥, 𝑦], визначену за правилом

[𝑓, 𝑔] := det

(︃
𝜕𝑓
𝜕𝑥

𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕𝑔
𝜕𝑥

𝜕𝑔
𝜕𝑦

)︃
=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
· 𝜕𝑔
𝜕𝑦

− 𝜕𝑓

𝜕𝑦
· 𝜕𝑔
𝜕𝑥
.

Очевидно, що ця операцiя є бiлiнiйною.

Твердження 2.0.16. (k[𝑥, 𝑦], · , [ , ]) є алгеброю Пуассона.

Доведення. Очевидно, що [𝑓, 𝑓 ] = 0 для довiльного многочлена 𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦].

Прямi обчислення показують, що має мiсце й тотожнiсть Якобi, тобто

[𝑓, [𝑔, ℎ]] + [𝑔, [ℎ, 𝑓 ]] + [ℎ, [𝑓, 𝑔]] = 0.

Це доводить, що k[𝑥, 𝑦] є алгеброю Лi вiдносно дужки [ , ]. Оскiльки [𝑓, 𝑔ℎ] =
𝜕𝑓
𝜕𝑥

𝜕
𝜕𝑦(𝑔ℎ) − 𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝜕
𝜕𝑥(𝑓ℎ), i оскiльки диференцiювання 𝜕

𝜕𝑥 та 𝜕
𝜕𝑦 задовольняють пра-

вило Ляйбнiца, ми отримуємо

[𝑓, 𝑔ℎ] = [𝑓, 𝑔]ℎ+ 𝑔[𝑓, ℎ],

тобто k[𝑥, 𝑦] є алгеброю Пуассона.
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Означена вище алгебра Пуассона позначається 𝑃2(k).

Аналогiчно до алгебри 𝑃2(k) можна ввести структуру алгебри Пуассона на

наступних асоцiативних k−алгебрах.

Означення 2.0.12. На кiльцi многочленiв k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] вiд 𝑛 змiнних теж

iснує структура алгебри Лi (Пуассона), дужку Лi в цьому випадку можна

задати так:

[𝑓, 𝑔] =
∑︁
𝑖<𝑗

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑔

𝜕𝑥𝑗
− 𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑔

𝜕𝑥𝑖

)︂
.

Ми позначатимемо цю алгебру 𝑃𝑛(k).

Означення 2.0.13. На полi рацiональних функцiй k(𝑥, 𝑦) вiд двох змiнних над

полем k введемо множення як у випадку алгебри 𝑃2(k) за правилом:

[𝑓, 𝑔] :=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
· 𝜕𝑔
𝜕𝑦

− 𝜕𝑓

𝜕𝑦
· 𝜕𝑔
𝜕𝑥
.

Неважко переконатися, що це буде алгебра Пуассона, її ми будемо позначати

𝑃2(k).

Неважко переконатися що для означених вище алгебр Пуассона має мiсце

наступне твердження.

Лема 2.0.17. Нехай 𝐿 одна з означених вище алгебр Пуассона. Нехай 𝑓 та

𝑔 два елементи цiєї алгебри, i нехай Φ(𝑡) це, в залежностi вiд алгебри 𝐿,

многочлен чи рацiональна функцiя вiд однiєї змiнної. Тодi

[𝑓,Φ(𝑔)] = Φ′(𝑔)[𝑓, 𝑔],

де Φ′(𝑡) це похiдна вiд Φ(𝑡).

Доведення. Випливає з того, що за означенням алгебри Пуассона, внутрiшнє

диференцiювання ad(𝑓) = [𝑓,_] : 𝐿 → 𝐿 є диференцiюванням асоцiативної

структури алгебри 𝐿.
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Зауважимо, що кiльце формальних степеневих рядiв k[[𝑥, 𝑦]] вiд двох змiнних

над полем k, разом з операцiєю взяття якобiану

[𝑓, 𝑔] :=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
· 𝜕𝑔
𝜕𝑦

− 𝜕𝑓

𝜕𝑦
· 𝜕𝑔
𝜕𝑥

також є Пуассоновою алгеброю.

Хоча в подальшому ми й використовуватимемо Пуассонову структуру озна-

чених вище алгебр, нас цiкавитиме переважно їх структура як алгебр Лi.

Означення 2.0.14. Множина усiх диференцiювань кiльця многочленiв вiд

двох змiнних, що складається з диференцiювань iз нульовою дивергенцiєю, є

пiдалгеброю в алгебрi Лi Der(k[𝑥, 𝑦]) яка позначається

𝑠𝑎2(k) =

{︂
𝐷 = 𝑃

𝜕

𝜕𝑥
+𝑄

𝜕

𝜕𝑦
∈ Der(k[𝑥, 𝑦]) | div𝐷 :=

𝜕𝑃

𝜕𝑥
+
𝜕𝑄

𝜕𝑦
= 0

}︂
.

Аналогiчне означення введемо для поля рацiональних функцiй вiд двох

змiнних

Означення 2.0.15. Множина усiх диференцiювань поля рацiональних фун-

кцiй вiд двох змiнних, що складається з диференцiювань iз нульовою дивер-

генцiєю є пiдалгеброю в алгебрi Лi Der(k(𝑥, 𝑦)), яка позначається

̃︁𝑠𝑎2(k) =

{︂
𝐷 = 𝑃

𝜕

𝜕𝑥
+𝑄

𝜕

𝜕𝑦
∈ Der(k(𝑥, 𝑦)) | div𝐷 :=

𝜕𝑃

𝜕𝑥
+
𝜕𝑄

𝜕𝑦
= 0

}︂
.

Таким же способом визначається алгебра Лi 𝑠𝑎pow
2 (k), що є пiдалгеброю в

алгебрi Лi усiх диференцiювань кiльця k[[𝑥, 𝑦]] формальних степеневих рядiв

вiд двох змiнних, що складається з диференцiювань iз нульовою дивергенцiєю,

тобто

𝑠𝑎pow
2 (k) =

{︂
𝐷 = 𝑃

𝜕

𝜕𝑥
+𝑄

𝜕

𝜕𝑦
∈ k[[𝑥, 𝑦]] | div𝐷 :=

𝜕𝑃

𝜕𝑥
+
𝜕𝑄

𝜕𝑦
= 0

}︂
.



Роздiл 3

Замкненi многочлени i рацiональнi

функцiї

В цьому роздiлi вивчаються замкненi многочлени i замкненi рацiональнi фун-

кцiї вiд кiлькох змiнних над основним полем характеристики chark = 0. Вла-

стивостi i будова цих математичних об’єктiв є цiкавими з огляду на їх багаточи-

сельнi застосування в рiзних роздiлах алгебри, але в данiй роботi основна увага

придiлена тому, що замкненi многочлени (або рацiональнi функцiї) природнiм

чином виникають як твiрнi ядер окремих диференцiювань або сiмейств дифе-

ренцiювань кiлець многочленiв (або полiв рацiональних функцiй) вiд кiлькох

змiнних. Для рацiональних функцiй над полем нульової характеристики отри-

мано зручну достатню умову замкнутостi (теорема 3.2.8). Крiм того, питання

про замкненiсть рацiональної функцiї зведено до питання про властивостi пучка

гiперповерхонь, яке в багатьох випадках виявляється бiльш легким нiж питання

про замкненiсть рацiональної функцiї (теорема 3.3.2).

3.1 Замкненi многочлени

Означення 3.1.1. Нехай 𝑓 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Тодi многочлен 𝑓 називається за-

мкненим, якщо пiдалгебра k[𝑓 ] цiлозамкнена в k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛].
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Зручну характеризацiю замкнених многочленiв дає наступна добре вiдома

лема (див., наприклад, [43], Lemma 3.1.) З огляду на важливiсть цього резуль-

тату i його широке застосування наведемо також i його доведення.

Лема 3.1.1. Многочлен 𝑓 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] ∖ k є замкненим тодi i лише тодi,

коли пiдалгебра k[𝑓 ] є максимальним елементом в частково впорядкованiй за

включенням множинi

ℳ = {k[ℎ] | ℎ ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] ∖ k}.

Доведення. Нехай 𝑓 замкнений многочлен. Якщо k[𝑓 ] ⊆ k[ℎ] для деякого ℎ,

то тодi 𝑓 є многочленом вiд ℎ (𝑓 = 𝐹 (ℎ) для деякого 𝐹 (𝑡) ∈ k[𝑡]), отже ℎ

цiлий над k[𝑓 ]. Оскiльки за означенням замкненого многочлена пiдалгебра k[𝑓 ]

цiлозамкнена в k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], робимо висновок, що ℎ належить k[𝑓 ]. Таким чи-

ном k[𝑓 ] = k[ℎ] i k[𝑓 ] є дiйсно максимальним елементом множини ℳ.

Навпаки, нехай тепер k[𝑓 ] максимальний елемент в ℳ. Розгляньмо цiле за-

микання 𝐼 пiдалгебри k[𝑓 ] у k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Тодi dim 𝐼 = dimk[𝑓 ] = 1 i, оскiльки,

кiльця многочленiв є нормальними кiльцями, з башти цiлих розширень 𝐼 ⊆
k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] ⊆ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) випливає, що 𝐼 цiлозамкнене в k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), зокре-

ма є цiлозамкненим у своєму полi часток, тобто є нормальним. Ми довели, що 𝐼

є дедекiндовим пiдкiльцем в k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], отже за Теоремою 2.0.3 маємо 𝐼 = k[ℎ]

для деякого ℎ. Оскiльки k[𝑓 ] ⊆ 𝐼 = k[ℎ] i за припущенням k[𝑓 ] максимальний

елемент в ℳ, отримуємо k[𝑓 ] = 𝐼 = k[ℎ], тобто пiдалгебра k[𝑓 ] цiлозамкнена у

k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], а отже 𝑓 є замкненим многочленом.

Зауваження 3.1.2. Зауважимо, що k[𝑓 ] є максимальною однопородженою

пiдалгеброю у кiльцi многочленiв k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] тодi й лише тодi, коли мно-

гочлен 𝑓 замкнений, тобто iз рiвностi 𝑓 = 𝐹 (𝑔) для деяких многочленiв

𝑔 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] ∖ k i 𝐹 (𝑡) ∈ k[𝑡] випливає deg𝐹 = 1.

Наступна лема дає достатньо великий клас прикладiв замкнених много-

членiв.
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Лема 3.1.3. Над алгебраїчно замкненим полем характеристики нуль довiль-

ний незвiдний многочлен 𝑓 є замкненим.

Доведення. Припустiмо, що 𝑓 незамкнений. Тодi 𝑓 = 𝐹 (ℎ) для деяких много-

членiв

ℎ ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] i 𝐹 (𝑡) ∈ k[𝑡], deg𝐹 > 1.

Оскiльки многочлен 𝐹 є звiдним (як многочлен вiд однiєї змiнної над алгебра-

їчно замкненим полем), то 𝑓 є також звiдним. Ми отримали протирiччя.

Приклад 3.1.4. Многочлен вiд двох змiнних 𝑥𝑦 + 1 ∈ k[𝑥, 𝑦] незвiдний, тому

замкнений, але оскiльки для довiльного замкненого многочлена 𝑓 многочлен

𝑓 + 𝜆, 𝜆 ∈ k є теж замкненим за означенням, отримуємо, зокрема, що мно-

гочлен 𝑥𝑦 замкнений.

Важливими прикладами замкнених многочленiв є многочлени, якi утворю-

ють пару Якобi. Нагадаємо, що два многочлени вiд двох змiнних 𝑓, 𝑔 утворюють

пару Якобi, якщо [𝑓, 𝑔] = det 𝐽(𝑓, 𝑔) ∈ k*. Для зручностi будемо називати такi

многочлени многочленами Якобi.

Лема 3.1.5. Нехай 𝑓 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] ∖ k многочлен Якобi, тодi многочлен 𝑓 є

замкненим.

Доведення. Припустiмо, що многочлен 𝑓 не є замкненим. Тодi iснує многочлен

вiд однiєї змiнної 𝐹 (𝑡) ∈ k[𝑡] степеня deg𝐹 > 1, такий що 𝑓 = 𝐹 (ℎ) для деякого

многочлена ℎ ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Оскiльки 𝑓 многочлен Якобi, iснує многочлен

𝑔 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] з [𝑓, 𝑔] = 𝑐 ∈ k*. Тодi, використовуючи Лему 2.0.17, маємо

[𝑓, 𝑔] = [𝐹 (ℎ), 𝑔] = 𝐹 ′(ℎ)[ℎ, 𝑔] = 𝑐.

Це неможливо, оскiльки deg𝐹 ′ > 1, що й доводить лему.

Приклад 3.1.6. Многочлен вiд двох змiнних 𝑥 + 𝑦2 ∈ k[𝑥, 𝑦] є многочленом

Якобi, оскiльки [𝑥+ 𝑦2, 𝑦] = 1, тому вiн замкнений.
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Приклад 3.1.7. Зауважимо, що iснують замкненi многочлени, якi не є мно-

гочленами Якобi, тобто такi многочлени 𝑓 , для яких не iснує многочлена

𝑔 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] iз властивiстю [𝑓, 𝑔] ∈ k*. Прикладом такого многочлена

вiд двох змiнних є многочлен 𝑥𝑦, який, як було показано вище, є замкненим.

Припустимо, що iснує многочлен вiд двох змiнних 𝑔 такий, що

[𝑥𝑦, 𝑔] = 𝑦
𝜕𝑔

𝜕𝑦
− 𝑥

𝜕𝑔

𝜕𝑥
∈ k*.

Обчислюючи в точцi 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, отримуємо 0 ∈ k*. Одержане протирiччя

показує хибнiсть нашого припущення. Отже многочлен 𝑥𝑦 дiйсно не є мно-

гочленом Якобi.

Означення 3.1.2. Нехай 𝑓, ℎ ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Многочлен ℎ називається поро-

джуючим для многочлена 𝑓 , якщо ℎ замкнений i якщо 𝑓 ∈ k[ℎ], тобто якщо

𝑓 = 𝐹 (ℎ) для деякого 𝐹 (𝑡) ∈ k[𝑡].

Лема 3.1.8. Для довiльного многочлена 𝑓 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] ∖ k, iснує породжую-

чий многочлен. Породжуючий многочлен визначений однозначно з точнiстю

до афiнного перетворення, тобто якщо ℎ1, ℎ2 два породжуючих многочлени

многочлена 𝑓 , тодi iснують константи 𝑐1 ∈ k*, 𝑐2 ∈ k, такi що ℎ2 = 𝑐1ℎ1+𝑐2;

Доведення. Оскiльки iз включення k[𝑓 ] ( k[𝑔] випливає, що deg 𝑔 < deg 𝑓 ,

то 𝑓 мiститься в деякiй максимальнiй однопородженiй пiдалгебрi k[ℎ]. За Ле-

мою 3.1.1 ℎ породжуючий многочлен для 𝑓 . Припустiмо, що ℎ1 i ℎ2 породжу-

ючi многочлени для 𝑓 . Це означає, зокрема, що 𝑓 ∈ k[ℎ1] i 𝑓 ∈ k[ℎ2]. То-

му 𝑓 = 𝐹1(ℎ1) i 𝑓 = 𝐹2(ℎ2) для деяких многочленiв 𝐹1(𝑡), 𝐹2(𝑡) ∈ k[𝑡]. Тодi

𝐹1(ℎ1) − 𝐹2(ℎ2) = 0 i звiдси отримуємо, що ℎ1 i ℎ2 алгебраїчно залежнi. За

Лемою 2.0.14 маємо ℎ1 ∈ k[ℎ], ℎ2 ∈ k[ℎ] для деякого многочлена ℎ. Оскiльки

тодi k[ℎ1] ⊆ k[ℎ] ⊇ k[ℎ2], то, використовуючи характеризацiю замкнених мно-

гочленiв, отримуємо k[ℎ1] = k[ℎ2], а отже i ℎ2 = 𝑐1ℎ1 + 𝑐2 для деяких 𝑐1 ∈ k*,
𝑐2 ∈ k.
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Наслiдком з iснування породжуючого многочлена є наступне уточнення Ле-

ми 2.0.14.

Лема 3.1.9. Якщо многочлени 𝑓, 𝑔 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] ∖ k алгебраїчно залежнi,

то iснує спiльний для 𝑓 i 𝑔 породжуючий многочлен ℎ ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], тобто

такий ℎ, що 𝑓 ∈ k[ℎ] i 𝑔 ∈ k[ℎ]. Отже множини породжуючих многочленiв

для 𝑓 i 𝑔 спiвпадають.

Доведення. За Лемою 2.0.14 iснує многочлен ℎ0, такий що 𝑓 та 𝑔 мiстяться у

k[ℎ0]. За попередньою лемою iснує породжуючий для ℎ0 многочлен ℎ. Отже

𝑓, 𝑔 ∈ k[ℎ0] ⊆ k[ℎ].

У випадку алгебраїчно замкненого поля k = k̄ замкненi многочлени можуть

бути охарактеризованi наступною теоремою (див. також Théorème 8, [4]).

Теорема 3.1.10 (Corollary 3.3.1, [54]). Нехай k = k̄ алгебраїчно замкнене поле,

тодi многочлен 𝑓 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] є замкненим тодi i лише тодi, коли 𝑓 − 𝜆 є

незвiдним для усiх, крiм можливо скiнченного числа, 𝜆 ∈ k.

У випадку замкнених многочленiв вiд двох змiнних оцiнки на кiлькiсть усiх

незвiдних множникiв многочленiв 𝑓−𝜆, 𝜆 ∈ k, можна знайти в роботах [59], [35],

та [38].

Наслiдками з Теореми 3.1.10 є наступнi твердження у випадку алгебраїчно

замкнених полiв характеристики нуль.

Наслiдок 3.1.11. Нехай поле k алгебраїчно замкнене, тодi для довiльного

вiдмiнного вiд константи многочлена 𝑓 iснує незвiдний породжуючий много-

член. Таким чином довiльний многочлен 𝑓 можна подати у виглядi 𝑓 = 𝐹 (ℎ),

де 𝐹 (𝑡) ∈ k[𝑡] є многочлен вiд однiєї змiнної, i ℎ ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] — незвiдний

многочлен.

Доведення. Дiйсно, нехай ℎ породжуючий многочлен для 𝑓 . Оскiльки ℎ замкне-

ний, то за Теоремою 3.1.10 iснує така константа 𝜆 ∈ k, що ℎ − 𝜆 є незвiдним
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многочленом. Оскiльки k[ℎ] = k[ℎ − 𝜆], то незвiдний многочлен ℎ − 𝜆 теж є

породжуючим для 𝑓 многочленом. Лему доведено.

Наслiдок 3.1.12. Нехай k алгебраїчно замкнене поле. Якщо многочлени вiд

𝑛 змiнних 𝑓 i 𝑔 незвiднi i алгебраїчно залежнi, тодi 𝑓 = 𝑐1𝑔 + 𝑐2 для деяких

констант 𝑐1 ∈ k*, 𝑐2 ∈ k.

Доведення. Оскiльки 𝑓 i 𝑔 алгебраїчно залежнi, за Лемою 3.1.9 для 𝑓 i 𝑔 iснує

спiльний породжуючий многочлен ℎ. Незвiднi многочлени 𝑓 i 𝑔 замкненi за Ле-

мою 3.1.3. Тому, користуючись характеризацiєю замкнених многочленiв, отри-

муємо k[𝑓 ] = k[ℎ] = k[𝑔], а отже 𝑓 = 𝑐1𝑔 + 𝑐2 для деяких констант 𝑐1 ∈ k* та

𝑐2 ∈ k.

3.2 Замкненi рацiональнi функцiї

Означення 3.2.1. Степенем рацiональної функцiї 𝑓
𝑔 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), де 𝑓 та

𝑔 взаємнопростi многочлени називається максимум степенiв многочленiв 𝑓

та 𝑔:

deg

(︂
𝑓

𝑔

)︂
:= max{deg 𝑓, deg 𝑔}.

Зауважимо, що степiнь многочлена як рацiональної функцiї спiвпадає iз зви-

чайним степенем, тому наведене означення не призводить до двозначностей. В

наступнiй лемi наведено важливi властивостi степеня рацiональних функцiй.

Цi властивостi є цiлком аналогiчними до властивостей степеня многочленiв, i їх

доведення зводиться до прямих пiдрахункiв степенiв чисельника i знаменника

рацiональної функцiї.

Лема 3.2.1. 1) Нехай 𝜙 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) – рацiональна функцiя вiд 𝑛 змiнних.

Тодi deg(𝜙) = 0 тодi й лише тодi, коли 𝜙 ∈ k*.
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2) Якщо 𝜙 – рацiональна функцiя вiд однiєї змiнної, тодi для довiльної

рацiональної функцiї 𝜓 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) має мiсце рiвнiсть

deg(𝜙 ∘ 𝜓) = deg𝜙 · deg𝜓,

зокрема для рацiональної функцiї вiд однiєї змiнної deg𝜙 = 1 тодi й лише

тодi, коли 𝜙 є дробово-лiнiйним перетворенням, тобто

𝜙(𝑡) =
𝑎𝑡+ 𝑏

𝑐𝑡+ 𝑑
, 𝑎𝑑− 𝑐𝑏 ̸= 0.

Означення 3.2.2. Рацiональна функцiя 𝜙 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∖ k називається за-

мкненою, якщо пiдполе k(𝜙) алгебраїчно замкнене в k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Як i в випадку замкнених многочленiв маємо зручну характеризацiю за-

мкнених рацiональних функцiй через максимальнi однопородженi пiдполя в

k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Лема 3.2.2. Рацiональна функцiя 𝜙 замкнена тодi i лише тодi, коли k(𝜙)

максимальний елемент у частково впорядкованiй (за включенням) множинi

однопороджених пiдполiв k(𝜓) у k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), де 𝜓 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∖ k.

Доведення. Нехай рацiональна функцiя 𝜙 замкнена. Припустимо, що k(𝜙)

мiститься у k(𝜓) для деякої рацiональної функцiї 𝜓 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Тодi 𝜙

є рацiональною функцiєю вiд 𝜓, тобто

𝜙 =
𝑎𝑚𝜓

𝑚 + · · · + 𝑎0
𝑏𝑙𝜓𝑙 + · · · + 𝑏0

, 𝑎𝑖, 𝑏𝑗 ∈ k,

отже

(𝑏𝑙𝜓
𝑙 + · · · + 𝑏0)𝑓 = 𝑎𝑚𝜓

𝑚 + · · · + 𝑎0.

Останнє означає, що 𝜓 є алгебраїчним елементом над k(𝜙), i тому, за означенням

замкненої рацiональної функцiї, ми маємо 𝜓 ∈ k(𝜙). Отже k(𝜙) максимальний

елемент у множинi усiх однопороджених пiдполiв поля k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).
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Якщо k(𝜙) максимальне однопороджене пiдполе поля рацiональних функцiй

k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), то тодi k(𝜙) алгебраїчно замкнене у k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Дiйсно, якщо

рацiональна функцiя 𝑓 алгебраїчна над k(𝜙), то тодi tr. degk(𝜙, 𝑓) = 1 i за Тео-

ремою Гордана (Теорема 2.0.4) k(𝜙, 𝑓) = k(𝜓) для деякої рацiональної функцiї

𝜓. Але тодi з максимальностi поля k(𝜙) випливає, що k(𝜓) = k(𝜙), а отже

𝑓 ∈ k(𝜙).

Зауваження 3.2.3. Вiдзначимо, що з властивостей степеня рацiональних

функцiй випливає, що k(𝜙) є максимальним однопородженим пiдполем в полi

рацiональних функцiй k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) тодi й лише тодi, коли рацiональна фун-

кцiя 𝜙 нерозкладна, тобто iз рiвностi 𝜙 = 𝐹 (𝜓) для деяких рацiональних

функцiй 𝜓 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∖ k i 𝐹 (𝑡) ∈ k(𝑡) випливає deg𝐹 = 1.

Наступна лема гарантує, що замкненi многочлени є замкненими як рацiо-

нальнi функцiї.

Лема 3.2.4. Нехай 𝑓 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] ∖ k. Тодi многочлен 𝑓 замкнений (тоб-

то розширення кiлець k[𝑓 ] ⊆ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] є цiлим) тодi i лише тодi, коли 𝑓

замкнений як рацiональна функцiя.

Доведення. Доведення випливає з Леми 2.0.2, що є загальним фактом з

комутативної алгебри. Дiйсно достатньо довести, що з цiлостi розширення

кiлець k[𝑓 ] ⊆ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] випливає алгебраїчна замкненiсть пiдполя k(𝑓) ⊆
k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Але оскiльки розширення k[𝑓 ] ⊆ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] цiле i кiльце много-

членiв k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] є нормальною областю цiлiсностi, то за Лемою 2.0.2 маємо,

що розширення

k(𝑓) = 𝑄(k[𝑓 ]) ⊆ 𝑄(k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]) = k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

є також цiлим.
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Зауваження 3.2.5. Вiдзначимо, що Якобiєвi рацiональнi функцiї, тобто такi

𝑓 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), для яких iснує рацiональна функцiя 𝑔 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) з умо-

вою [𝑓, 𝑔] ∈ k*, не є, взагалi кажучи, замкненими.

Доведення. Дiйсно, розглянемо, наприклад, рацiональнi функцiї вiд двох змiн-

них 𝑓 = 1
𝑥2 та 𝑔 = 𝑥3𝑦. Тодi

[𝑓, 𝑔] = [
1

𝑥2
, 𝑥3𝑦] = − 2

𝑥3
· 𝑥3 = −2 ̸= 0,

але 𝑓 = 1
𝑥2 = ( 1𝑥)2, очевидно, не є замкненою функцiєю за Лемою 3.2.2 i заува-

женням пiсля неї.

Означення 3.2.3. Рацiональна функцiя 𝜓 називається породжуючою для

рацiональної функцiї 𝜓, якщо 𝜓 замкнена i 𝜓 ∈ k(𝜓).

Лема 3.2.6. Для довiльної рацiональної функцiї 𝜙 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∖ k iснує

породжуюча функцiя 𝜙. Якщо 𝜙1 i 𝜙2 двi породжуючi рацiональнi функцiї для

𝜙, тодi k(𝜙1) = k(𝜙2) i 𝜙2 = 𝑎𝜙1+𝑏
𝑐𝜙1+𝑑

для деяких 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ k, що задовольняють

умову 𝑎𝑑− 𝑏𝑐 ̸= 0.

Доведення. Пiдполе k(𝜙) мiститься у деякому максимальному однопороджено-

му пiдполi k(𝜙), яке за першою частиною даної леми є алгебраїчно замкненим

у k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Тому 𝜙 породжуюча рацiональна функцiя для 𝜙.

Нехай 𝜙1 i 𝜙2 двi породжуючi функцiї для 𝜙. Тодi 𝜙1 та 𝜙2 є алгебраїчни-

ми елементами над полем k(𝜙), отже tr. degk k(𝜙, 𝜙1, 𝜙2) = 1. Зокрема, звiдси

випливає, що функцiї 𝜙1 i 𝜙2 алгебраїчно залежнi.

За Лемою 2.0.15 ми отримуємо, що 𝜙1 ∈ k(𝜓), 𝜙2 ∈ k(𝜓) для деякої

рацiональної функцiї 𝜓. Оскiльки обидвi функцiї 𝜙1 та 𝜙2 замкненi, а отже

породжують максимальнi однопородженi пiдполя у полi усiх рацiональних фун-

кцiй, маємо k(𝜙1) = k(𝜓) = k(𝜙2). Але оскiльки iснує таке дробово-рацiональне

перетворення 𝜃 поля k(𝜓), що 𝜃(𝜙2) = 𝜙1, робимо висновок, що 𝜙2 = 𝑎𝜙1+𝑏
𝑐𝜙1+𝑑

для

деяких 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ k, 𝑎𝑑− 𝑏𝑐 ̸= 0.
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Iз iснування породжуючих рацiональних функцiй випливає наступне уточне-

ння Леми 2.0.15.

Лема 3.2.7. Нехай 𝜙 i 𝜓 алгебраїчно залежнi рацiональнi функцiї вiд 𝑛

змiнних. Тодi iснує спiльна для 𝜙 i 𝜓 породжуюча функцiя 𝜑 i, таким чи-

ном, множини породжуючих функцiй для 𝜙 та 𝜓 спiвпадають.

Доведення. Дiйсно, якщо 𝜙 i 𝜓 двi алгебраїчно залежнi рацiональнi функцiї, то

за Лемою 2.0.15 iснує 𝜑0 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), така що 𝜙 = 𝐹 (𝜑0) i 𝜓 = 𝐺(𝜑0) для

деяких рацiональних функцiй 𝐹 (𝑡), 𝐺(𝑡) ∈ k(𝑡). Розгляньмо породжуючу для 𝜑0
рацiональну функцiю 𝜑, що iснує за Лемою 3.2.6. Тодi 𝜑 також є породжуючою

як для 𝜙, так i для 𝜓. За Лемою 3.2.6 множина генераторiв пiдполя k(𝜑) є

множиною породжуючих функцiй для 𝜙 i 𝜓.

Нагадаємо, що над алгебраїчно замкненим полем довiльний незвiдний мно-

гочлен є замкненим (див. Лему 3.1.3). Аналогом цього факту для рацiональних

функцiй є наступна теорема, що дає широкий клас прикладiв замкнених

рацiональних функцiй.

Теорема 3.2.8. Нехай поле k = k̄ алгебраїчно замкнене. Нехай многочлени

𝑓, 𝑔 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] взаємно простi i алгебраїчно незалежнi. Якщо хоча б один

з них незвiдний, то рацiональна функцiя 𝜙 = 𝑓
𝑔 замкнена.

Доведення. Без обмеження загальностi припустимо, що многочлен 𝑓 незвiдний.

За Лемою 3.2.6 iснує породжуюча рацiональна функцiя 𝜓 = 𝑝
𝑞 для 𝜙, де 𝑝 i 𝑞 вза-

ємнопростi многочлени. Тодi 𝜙 = 𝑃 (𝜓)
𝑄(𝜓) для деяких взаємнопростих многочленiв

𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡) ∈ k[𝑡].

Нехай 𝑃 (𝑡) = 𝑎0(𝑡 − 𝜆1) . . . (𝑡 − 𝜆𝑚) i 𝑄(𝑡) = 𝑏0(𝑡 − 𝜇1) . . . (𝑡 − 𝜇𝑙), 𝜆𝑖, 𝜇𝑗 ∈ k
розклади 𝑃 (𝑡) i 𝑄(𝑡) на незвiднi множники. Тодi

𝜙 =
𝑓

𝑔
=
𝑎0(

𝑝
𝑞 − 𝜆1) . . . (

𝑝
𝑞 − 𝜆𝑚)

𝑏0(
𝑝
𝑞 − 𝜇1) . . . (

𝑝
𝑞 − 𝜇𝑙)

=
𝑎0(𝑝− 𝜆1𝑞) . . . (𝑝− 𝜆𝑚𝑞)𝑞

𝑙−𝑚

𝑏0(𝑝− 𝜇1𝑞) . . . (𝑝− 𝜇𝑙𝑞)
,
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i ми отримуємо

𝑏0𝑓(𝑝− 𝜇1𝑞) . . . (𝑝− 𝜇𝑙𝑞) = 𝑎0𝑔(𝑝− 𝜆1𝑞) . . . (𝑝− 𝜆𝑚𝑞)𝑞
𝑙−𝑚. (3.1)

Оскiльки 𝑝 i 𝑞 взаємнопростi, зрозумiло, що многочлен 𝑞 взаємнопростий

iз многочленами вигляду 𝑝 + 𝛼𝑞, 𝛼 ∈ k. Бiльше того, зауважмо, що оскiльки

𝜆𝑖 ̸= 𝜇𝑗, многочлени 𝑝 − 𝜆𝑖𝑞 та 𝑝 − 𝜇𝑗𝑞 є взаємнопростими для усiх 𝑖 = 1, 𝑙 та

𝑗 = 1,𝑚. Дiйсно, довiльний їх спiльний дiльник має дiлити їх рiзницю 𝑝−𝜆𝑖𝑞−
(𝑝 − 𝜇𝑗𝑞) = (𝜇𝑗 − 𝜆𝑖)𝑞, отже дiлить 𝑞, а значить i 𝑝. Але многочлени 𝑝 та 𝑞

взаємнопростi за припущенням. Отже многочлени 𝑝 − 𝜆𝑖𝑞 та 𝑝 − 𝜇𝑗𝑞 можуть

мати лише тривiальнi спiльнi дiльники.

Зауважимо також, що 𝑝 − 𝛽𝑞 ̸∈ k. Дiйсно, якщо 𝑝 − 𝛽𝑞 = 𝜉 ∈ k для деяких

𝛽, 𝜉 ∈ k, тодi 𝑝 = 𝜉 + 𝛽𝑞 i

𝜙 =
𝑓

𝑔
=
𝑎0(𝜉 + (𝛽 − 𝜆1)𝑞) . . . (𝜉 + (𝛽 − 𝜆𝑚)𝑞)𝑞𝑙−𝑚

𝑏0(𝜉 + (𝛽 − 𝜇1𝑞) . . . (𝜉 + (𝛽 − 𝜇𝑙)𝑞)
,

звiдки випливає, що 𝑓 та 𝑔 мiстяться у k[𝑞], а значить є алгебраїчно залежними,

що протирiчить нашим припущенням.

Отже з (3.1) робимо висновок, що 𝑓 дiлиться на усi многочлени (𝑝 − 𝜆𝑖𝑞).

Оскiльки 𝑓 незвiдний, приймаючи до уваги сказане вище, отримуємо, що 𝑚 = 1

i 𝑓 = 𝑎(𝑝− 𝜆1𝑞), 𝑎 ∈ k*. Тому iз (3.1) одержуємо

𝑏0𝑎(𝑝− 𝜆1𝑞)(𝑝− 𝜇1𝑞) . . . (𝑝− 𝜇𝑙𝑞) = 𝑎0𝑔(𝑝− 𝜆1𝑞)𝑞
𝑙−1

i пiсля скорочення

𝑏0𝑎(𝑝− 𝜇1𝑞) . . . (𝑝− 𝜇𝑙𝑞) = 𝑎0𝑔𝑞
𝑙−1.

Оскiльки многочлен 𝑞 взаємнопростий iз многочленами (𝑝 − 𝜇𝑗𝑞), маємо 𝑙 = 1

i зрештою 𝑎0𝑔 = 𝑏0𝑎(𝑝− 𝜇1𝑞). Таким чином отримуємо

𝜙 =
𝑓

𝑔
=
𝑎0(𝑝− 𝜆1𝑞)

𝑏0(𝑝− 𝜇1𝑞)
=
𝑎0(

𝑝
𝑞 − 𝜆1)

𝑏0(
𝑝
𝑞 − 𝜇1)

=
𝑎0(𝜓 − 𝜆1)

𝑏0(𝜓 − 𝜇1)
,
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звiдки випливає, що k(𝜙) = k(𝜓). Це означає, що 𝜙 замкнена рацiональна фун-

кцiя.

Приклад 3.2.9. Нехай 𝑓 ∈ k[𝑥] довiльний незвiдний многочлен вiд однiєї

змiнної 𝑥. Нехай 𝑔 ∈ k[𝑦] довiльний многочлен вiд однiєї змiнної 𝑦. Тодi 𝑓
𝑔

замкнена рацiональна функцiя за Теоремою 3.2.8.

3.3 Рацiональнi функцiї i пучки гiперповерхонь

В цьому пiдроздiлi дається характеризацiя замкнених рацiональних функцiй

в термiнах пучкiв гiперповерхонь. У доведеннi Теореми 3.3.2 використовується

пiдхiд iз статтi J.M.Ollagnier [46] пов’язаний з многочленами Дарбу. Нагадаємо

деякi поняття i термiнологiю (див. також [41], стор. 22-24).

Для рацiональної функцiї 𝜙 = 𝑓
𝑔 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∖ k визначимо вiдображення

𝛿𝜙 = 𝑔𝑑𝑓 − 𝑓𝑑𝑔 : k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] → Λ2k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]

за правилом

𝛿𝜙(ℎ) = 𝑑ℎ ∧ (𝑔𝑑𝑓 − 𝑓𝑑𝑔). (3.2)

Коефiцiєнти 2−форми 𝑑ℎ ∧ (𝑔𝑑𝑓 − 𝑓𝑑𝑔) є диференцiюваннями кiльця много-

членiв k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] (насправдi, образами ℎ пiд дiєю цих диференцiювань). Тому

можемо розглядати 𝛿𝜙 у якостi (векторного) диференцiювання (див. Означен-

ня 2.0.9).

Нагадаємо (див. Означення 2.0.10), що многочлен ℎ називається многочле-

ном Дарбу диференцiювання 𝛿𝜙 якщо усi коефiцiєнти 2−форми 𝑑ℎ∧(𝑔𝑑𝑓−𝑓𝑑𝑔)

дiляться на многочлен ℎ, iншими словами, 𝑑ℎ ∧ (𝑔𝑑𝑓 − 𝑓𝑑𝑔) = ℎ · 𝜆 для деякої

2−форми 𝜆, яка називається комножником диференцiювання 𝛿𝜙.

Лема 3.3.1. Для довiльних 𝛼, 𝛽 ∈ k многочлен 𝛼𝑓 + 𝛽𝑔 є многочленом Дарбу

диференцiювання 𝛿𝜙, зокрема кожен дiльник многочлена 𝛼𝑓 + 𝛽𝑔 є многочле-

ном Дарбу диференцiювання 𝛿𝜙 = 𝑔𝑑𝑓 − 𝑓𝑑𝑔.
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Доведення. Випливає iз наступної рiвностi

𝑑(𝛼𝑓 + 𝛽𝑔) ∧ (𝑔𝑑𝑓 − 𝑓𝑑𝑔) = −(𝛼𝑓 + 𝛽𝑔)𝑑𝑓 ∧ 𝑑𝑔
i iз Леми 2.0.6, де вiдзначено, що дiльник многочлена Дарбу є також много-

членом Дарбу.

Теорема 3.3.2. Нехай многочлени 𝑓, 𝑔 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] взаємно простi i хоча б

один з них не є сталим многочленом. Тодi рацiональна функцiя 𝜙 = 𝑓
𝑔 замкне-

на тодi i лише тодi, коли у пучку гiперповерхонь 𝛼𝑓 + 𝛽𝑔 усi, крiм можливо

скiнченного числа, гiперповерхнi є незвiдними.

Доведення. Нехай 𝜙 = 𝑓
𝑔 замкнена рацiональна функцiя. Припустимо, що пу-

чок гiперповерхонь 𝛼𝑓 +𝛽𝑔 мiстить нескiнченно багато звiдних гiперповерхонь.

Нехай

{𝛼𝑖𝑓 + 𝛽𝑖𝑔}𝑖∈N, (𝛼𝑖 : 𝛽𝑖) ̸= (𝛼𝑗 : 𝛽𝑗)

для 𝑖 ̸= 𝑗 (як точки проективного простору P1), це нескiнченна послiдовнiсть

рiзних звiдних гiперповерхонь. Для кожного 𝑖 зафiксуємо незвiдний множник

ℎ𝑖 многочлену 𝛼𝑖𝑓 + 𝛽𝑖𝑔.

За Лемою 3.3.1 усi многочлени ℎ𝑖 є многочленами Дарбу для диференцiю-

вання 𝛿𝜙, причому deg ℎ𝑖 < deg𝜙 =: 𝑘. За Теоремою 2.0.7 iснує лише скiнченна

кiлькiсть комножникiв 𝛿𝜙, якi вiдповiдають многочлену Дарбу ℎ𝑖 (зауважмо,

що степенi многочленiв ℎ𝑖 обмеженi). Тому iснують многочлени ℎ𝑖 та ℎ𝑗 такi,

що 𝛿𝜙(ℎ𝑖) = 𝜆ℎ𝑖 та 𝛿𝜙(ℎ𝑗) = 𝜆ℎ𝑗 для деякого комножника 𝜆 ∈
⋀︀2 k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛].

Звiдси випливає, що 𝛿𝜙(ℎ𝑖ℎ𝑗 ) = 0 i тому, враховуючи (3.2), ми отримуємо

𝑑(
ℎ𝑖
ℎ𝑗

) ∧ 𝑑(
𝑓

𝑔
) =

1

𝑔2
𝛿𝜙(

ℎ𝑖
ℎ𝑗

) = 0.

За Лемою 2.0.15, рацiональнi функцiї 𝜙 = 𝑓
𝑔 та ℎ𝑖

ℎ𝑗
алгебраїчно залежнi. Оскiльки

𝜙 замкнена, то ℎ𝑖
ℎ𝑗

= 𝐹 (𝜙) для деякої рацiональної функцiї вiд однiєї змiнної

𝐹 (𝑡) ∈ k(𝑡), i тому deg ℎ𝑖
ℎ𝑗

= deg𝐹 deg𝜙 (див. Лему 3.2.1). Але це неможливо, бо
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deg ℎ𝑖
ℎ𝑗
< deg𝜙. Отже, отримане протирiччя доводить, що усi, крiм, можливо,

скiнченного числа, гiперповерхнi в 𝛼𝑓 + 𝛽𝑔 є незвiдними.

Нехай тепер 𝛼0𝑓+𝛽0𝑔 незвiдна гiперповерхня з пучка гiперповерхонь 𝛼𝑓+𝛽𝑔.

Розгляньмо спочатку випадок, коли 𝑓 та 𝑔 алгебраїчно незалежнi. Без обмеже-

ння загальностi припустимо, що 𝛼0 ̸= 0. Тодi многочлени 𝛼0𝑓 + 𝛽0𝑔 та 𝑔 ал-

гебраїчно незалежнi також. (Якщо 𝛼0 = 0, то тодi 𝛽0 ̸= 0 i многочлени 𝑓 та

𝛼0𝑓 + 𝛽0𝑔 є алгебраїчно незалежними). Отже, оскiльки 𝛼0𝑓 + 𝛽0𝑔 i 𝑔 взаємно-

простi, за Теоремою 3.2.8 рацiональна функцiя 𝜓 = 𝛼0𝑓+𝛽0𝑔
𝑔 замкнена. Оскiльки

𝜙 = 𝑓
𝑔 = 𝛼−1

0 (𝜓 − 𝛽0), то рацiональна функцiя 𝜙 теж замкнена.

Залишається розглянути випадок, коли многочлени 𝑓 та 𝑔 алгебраїчно зале-

жнi. У цьому випадку, за Лемою 3.1.9, 𝑓 = 𝐹 (ℎ) i 𝑔 = 𝐺(ℎ) для спiльного поро-

джуючого многочлена ℎ i многочленiв 𝐹 (𝑡), 𝐺(𝑡) ∈ k[𝑡]. Нехай (1 : 𝛽1) ̸= (1 : 𝛽2)

двi точки у P1, такi що многочлен 𝑓 + 𝛽𝑖𝑔 незвiдний для 𝑖 ∈ {1, 2}. Отже

𝑓 + 𝛽𝑖𝑔 = 𝐹 (ℎ) + 𝛽𝑖𝐺(ℎ) незвiдний для 𝑖 ∈ {1, 2}. Зокрема, це означає, що

deg(𝐹 (𝑡) + 𝛽𝑖𝐺(𝑡)) = 1, тобто

𝐹 (𝑡) + 𝛽𝑖𝐺(𝑡) = 𝑎𝑖𝑡+ 𝑏𝑖, 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ∈ k, 𝑎𝑖 ̸= 0.

Оскiльки 𝛽1 ̸= 𝛽2, робимо висновок, що 𝐹 (𝑡) = 𝑎𝑡+ 𝑏 i 𝐺(𝑡) = 𝑐𝑡+ 𝑑 для деяких

𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ k, i тому 𝜙 = 𝑓
𝑔 = 𝑎ℎ+𝑏

𝑐ℎ+𝑑 . Оскiльки щонайменше один з многочленiв

𝑓 i 𝑔 вiдмiнний вiд константи, i оскiльки многочлени 𝑓 та 𝑔 взаємнопростi,

отримуємо, що k(𝜙) = k(ℎ). Iз замкненостi многочлена ℎ (k(ℎ) алгебраїчно

замкнене пiдполе у полi k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)) випливає, що 𝜙 = 𝑓
𝑔 замкнена рацiональна

функцiя.

Зауваження 3.3.3. Вiдзначимо, що з доведення Теореми 3.3.2 випливає, що

функцiя 𝜙 = 𝑓
𝑔 замкнена, якщо у пучку гiперповерхонь 𝛼𝑓 + 𝛽𝑔 є щонаймен-

ше двi рiзнi незвiднi гiперповерхнi. Однiєї незвiдної гiперповерхнi достатньо,

якщо многочлени 𝑓 та 𝑔 алгебраїчно незалежнi.
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Зауваження 3.3.4. З Теореми 3.3.2 випливає також слабка версiя (ми не

наводимо оцiнки на кiлькiсть) наступного результату В. Рупперта (див. [53],

Satz 6, а також [59] та [35]).

Якщо 𝑓 та 𝑔 алгебраїчно незалежнi многочлени i пучок гiперповерхонь 𝛼𝑓+

𝛽𝑔 мiстить щонайменше одну незвiдну гiперповерхню, тодi усi, за винятком,

можливо, скiнченного числа, гiперповерхнi в 𝛼𝑓 + 𝛽𝑔 є незвiдними.

Зауваження 3.3.5. Нехай 𝑓 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] многочлен вiдмiнний вiд констан-

ти, тодi 𝑓 за Теоремою 3.3.2 i Лемою 3.2.4 замкнений тодi i лише тодi, коли

многочлен 𝑓 + 𝜆 незвiдний для усiх, крiм, можливо, скiнченного числа, 𝜆 ∈ k.

Цей результат є добре вiдомим, див. Теорему 3.1.10. Його можна довести

використовуючи теорему Бертiнi, див. [54], Theorem 3.3.37, стор. 217.

Наслiдок 3.3.6. Нехай 𝑓, 𝑔 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] два алгебраїчно незалежнi, взаємно

простi многочлени, причому щонайменше один з них незвiдний. Тодi много-

член 𝑓 + 𝜆𝑔 незвiдний для усiх, крiм, можливо, скiнченного числа 𝜆 ∈ k.

Доведення. За Теоремою 3.2.8 рацiональна функцiя 𝑓
𝑔 замкнена. Тому, за Теоре-

мою 3.3.2, 𝑓+𝜆𝑔 незвiдний для усiх, крiм, можливо, скiнченного числа 𝜆 ∈ k.

У випадку алгебраїчно замкненого поля характеристики нуль довiльний мно-

гочлен 𝑓 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] ∖ k можна записати у виглядi 𝑓 = 𝐹 (ℎ) для де-

якого многочлена 𝐹 (𝑡) ∈ k[𝑡] i незвiдного многочлена ℎ ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] (див.

Наслiдок 3.1.11). Аналогiчне твердження має мiсце i для рацiональний фун-

кцiй.

Наслiдок 3.3.7. Рацiональна функцiя 𝑓
𝑔 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∖ k може бути запи-

сана у виглядi 𝑓
𝑔 = 𝐹 (𝑝𝑞 ), для деякої рацiональної функцiї 𝐹 (𝑡) ∈ k(𝑡) i деяких

незвiдних многочленiв 𝑝 та 𝑞.
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Доведення. Нехай 𝑝1
𝑞1

породжуюча рацiональна функцiя для 𝑓
𝑔 . Оскiльки 𝑝1

𝑞1
за-

мкнена, за Теоремою 3.3.2 пучок гiперповерхонь 𝛼𝑝1 + 𝛽𝑞1 мiстить двi рiзнi

незвiднi гiперповерхнi 𝑝 = 𝛼1𝑝1 + 𝛽1𝑞1 i 𝑞 = 𝛼2𝑝1 + 𝛽2𝑞1, тобто (𝛼1 : 𝛽1) ̸=
(𝛼2 : 𝛽2). Остання умова означає 𝛼1𝛽2 − 𝛼2𝛽1 ̸= 0, тобто визначник матрицi(︁
𝛼1 𝛽1
𝛼2 𝛽2

)︁
вiдмiнний вiд нуля. Оскiльки ( 𝑝𝑞 ) =

(︁
𝛼1 𝛽1
𝛼2 𝛽2

)︁
( 𝑝1𝑞1 ), обертаючи матрицю(︁

𝛼1 𝛽1
𝛼2 𝛽2

)︁
отримаємо ( 𝑝1𝑞1 ) =

(︁
𝛼′
1 𝛽

′
1

𝛼′
2 𝛽

′
2

)︁
( 𝑝𝑞 ) для деяких 𝛼′

1, 𝛼′
2, 𝛽′

1 та 𝛽′
2. Отже пучки

гiперповерхонь 𝛼𝑝+𝛽𝑞 та 𝛼𝑝1 +𝛽𝑞1 рiвнi, i оскiльки у пучку 𝛼𝑝1 +𝛽𝑞1 усi, крiм,

можливо, скiнченного числа, гiперповерхнi незвiднi, за Теоремою 3.3.2 робимо

висновок, що 𝑝
𝑞 замкнена рацiональна функцiя, а також

𝑝1
𝑞1

=
𝛼′
1𝑝+ 𝛽′

1𝑞

𝛼′
2𝑝+ 𝛽′

2𝑞
=
𝛼′
1 ·

𝑝
𝑞 + 𝛽′

1

𝛼′
2 ·

𝑝
𝑞 + 𝛽′

2

,

тобто 𝑝1
𝑞1

мiститься у k(𝑝𝑞 ) i, значить, 𝑓
𝑔 ∈ k(𝑝1𝑞1 ) ⊆ k(𝑝𝑞 ). Останнє означає, що 𝑝

𝑞

є породжуючою функцiєю для 𝑓
𝑔 . Ми довели, що чисельник i знаменник поро-

джуючої функцiї завжди можна обрати незвiдними многочленами.

Зауваження 3.3.8. В умовах Наслiдку 3.3.7 многочлени 𝑝 i 𝑞 можна вибрати

так, щоб вони мали однаковий степiнь.

Доведення. Якщо степiнь одного з многочленiв 𝑝1 та 𝑞1 бiльше за степiнь iншого,

скажiмо, deg 𝑝1 > deg 𝑞1, то бажаного результату можна досягнути обираючи

коефiцiєнти 𝛼1 та 𝛼2 вiдмiнними вiд нуля, iншими словами, покладаючи 𝑝 = 𝑝1+

𝛽1𝑞1 та 𝑞 = 𝑝1 + 𝛽2𝑞2. Дiйсно, усi многочлени вигляду 𝑝1 + 𝛽𝑞1 (а їх нескiнченна

кiлькiсть) мають однаковий степiнь i у цьому випадку deg 𝑝 = deg 𝑝1 = deg 𝑞.

Якщо ж степенi многочленiв 𝑝1 та 𝑞1 рiвнi, то тодi в пучку гiперповерхонь

𝛼𝑝1 + 𝛽𝑞1 щонайбiльше один (з точнiстю до множення на вiдмiнну вiд нуля

константу, тобто щонайбiльше для однiєї точки (𝛼 : 𝛽)) многочлен має степiнь

менший вiд степеня многочленiв 𝑝1 та 𝑞1, степенi ж усiх iнших многочленiв рiвнi

i спiвпадають iз степенем 𝑝1 та 𝑞1. Тому ми можемо серед нескiнченного числа

таких многочленiв обрати два незвiдних.
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Наслiдок 3.3.9. Нехай k ⊆ 𝐿 ⊆ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) алгебраїчно замкнене пiдполе у

полi рацiональних функцiй k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Тодi можна обрати твiрнi 𝐿 вигляду
𝑝1
𝑞1
, . . . , 𝑝𝑚𝑞𝑚 , де 𝑝𝑖 i 𝑞𝑖 незвiднi многочлени.

Доведення. Нехай 𝑓1, . . . , 𝑓𝑚 деякi твiрнi пiдполя 𝐿. За Наслiдком 3.3.7 запи-

шемо 𝑓𝑖 = 𝐹𝑖(
𝑝𝑖
𝑞𝑖

), де 𝐹𝑖(𝑡) ∈ k(𝑡), i 𝑝𝑖 та 𝑞𝑖 є незвiдними многочленами для

усiх 𝑖 = 1,𝑚. Отже рацiональнi функцiї 𝑝𝑖
𝑞𝑖

є алгебраїчними елементами над 𝐿.

Оскiльки пiдполе 𝐿 алгебраїчно замкнене, то 𝑝𝑖
𝑞𝑖
∈ 𝐿 i тому

𝐿 = k(𝑓1, . . . , 𝑓𝑚) = k(
𝑝1
𝑞1
, . . . ,

𝑝𝑚
𝑞𝑚

).

Теорема 3.3.10. Нехай многочлени 𝑓, 𝑔 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] взаємнопростi i алге-

браїчно незалежнi. Тодi рацiональна функцiя 𝑓/𝑔 не є замкненою тодi i лише

тодi, коли iснують алгебраїчно незалежнi незвiднi многочлени 𝑝 i 𝑞 i нату-

ральне число 𝑘 > 2 такi, що

𝑓 = (𝛼1𝑝+ 𝛽1𝑞) . . . (𝛼𝑘𝑝+ 𝛽𝑘𝑞) та 𝑔 = (𝛾1𝑝+ 𝛿1𝑞) . . . (𝛾𝑘𝑝+ 𝛿𝑘𝑞)

для деяких (𝛼𝑖 : 𝛽𝑖), (𝛾𝑗 : 𝛿𝑗) ∈ P1, iз (𝛼𝑖 : 𝛽𝑖) ̸= (𝛾𝑗 : 𝛿𝑗), 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑘.

Доведення. Припустiмо, що 𝑓
𝑔 незамкнена рацiональна функцiя. Розгляньмо її

породжуючу функцiю 𝑝
𝑞 з незвiдними многочленами 𝑝 та 𝑞. Це можливо за

Наслiдком 3.3.7. Тодi 𝑓
𝑔 = 𝐹 (𝑝𝑞 ) для деякої рацiональної функцiї 𝐹 (𝑡) ∈ k(𝑡) з

deg𝐹 (𝑡) = 𝑘 > 2. Зауважмо, що многочлени 𝑝 та 𝑞 алгебраїчно незалежнi, в

протилежному випадку многочлени 𝑓 та 𝑔 були б алгебраїчно залежними, що

суперечило б нашим припущенням. Запишемо

𝐹 (𝑡) =
𝑎0(𝑡− 𝜆1) . . . (𝑡− 𝜆𝑠)

𝑏0(𝑡− 𝜇1) . . . (𝑡− 𝜇𝑟)

з 𝜆𝑖 ̸= 𝜇𝑗, тобто iз взаємнопростими числiвником i знаменником. Зрозумiло, що

𝑘 = deg𝐹 (𝑡) = max{𝑠, 𝑟}. Пiсля пiдстановки замiсть 𝑡 рацiональної функцiї 𝑝
𝑞
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отримуємо
𝑓

𝑔
=
𝑎0(𝑝− 𝜆1𝑞) . . . (𝑝− 𝜆𝑠𝑞)𝑞

𝑟−𝑠

𝑏0(𝑝− 𝜇1𝑞) . . . (𝑝− 𝜇𝑟𝑞)
.

Покладемо (𝛼𝑖 : 𝛽𝑖) = (1 : −𝜆𝑖) для 𝑖 = 1, 𝑠, (𝛾𝑗 : 𝛿𝑗) = (1 : −𝜇𝑗) для 𝑗 = 1, 𝑟.

Якщо 𝑟 6 𝑠, то покладiмо (𝛾𝑗 : 𝛿𝑗) = (0 : 1) для 𝑗 = 𝑟 + 1, . . . , 𝑠. Якщо ж 𝑟 > 𝑠,

то нехай (𝛼𝑖 : 𝛽𝑖) = (0 : 1) для 𝑖 = 𝑠+ 1, . . . , 𝑟. Ми отримали

𝑓

𝑔
=
𝑎0(𝛼1𝑝+ 𝛽1𝑞) . . . (𝛼𝑘𝑝+ 𝛽𝑘𝑞)

𝑏0(𝛾1𝑝+ 𝛿1𝑞) . . . (𝛾𝑘𝑝+ 𝛿𝑘𝑞)
,

що означає, що, iз точнiстю до множення на вiдмiнну вiд нуля константу, 𝑓 =

(𝛼1𝑝+ 𝛽1𝑞) . . . (𝛼𝑘𝑝+ 𝛽𝑘𝑞) та 𝑔 = (𝛾1𝑝+ 𝛿1𝑞) . . . (𝛾𝑘𝑝+ 𝛿𝑘𝑞).

Нехай тепер 𝑓 та 𝑔 мають вигляд, як вказано в умовах теореми. Ми покаже-

мо, що рацiональна функцiя 𝑓
𝑔 незамкнена. Оскiльки 𝑓 = (𝛼1𝑝+ 𝛽1𝑞) . . . (𝛼𝑘𝑝+

𝛽𝑘𝑞) та 𝑔 = (𝛾1𝑝+ 𝛿1𝑞) . . . (𝛾𝑘𝑝+ 𝛿𝑘𝑞), маємо

𝑓

𝑔
=

(𝛼1𝑝+ 𝛽1𝑞) . . . (𝛼𝑘𝑝+ 𝛽𝑘𝑞)

(𝛾1𝑝+ 𝛿1𝑞) . . . (𝛾𝑘𝑝+ 𝛿𝑘𝑞)
=

(𝛼1
𝑝
𝑞 + 𝛽1) . . . (𝛼𝑘

𝑝
𝑞 + 𝛽𝑘)

(𝛾1
𝑝
𝑞 + 𝛿1) . . . (𝛾𝑘

𝑝
𝑞 + 𝛿𝑘)

,

тобто 𝑓
𝑔 = 𝐹 (𝑝𝑞 ) для рацiональної функцiї 𝐹 (𝑡) = (𝛼1𝑡+𝛽1)...(𝛼𝑘𝑡+𝛽𝑘)

(𝛾1𝑡+𝛿1)...(𝛾𝑘𝑡+𝛿𝑘)
. Оскiльки

(𝛼𝑖 : 𝛽𝑖) ̸= (𝛾𝑗 : 𝛿𝑗), 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑘, одержуємо, що deg𝐹 (𝑡) > 2, звiдки випливає, що
𝑓
𝑔 незамкнена

Приклад 3.3.11. Нехай 𝑝 та 𝑞 незвiднi алгебраїчно незалежнi многочлени з

k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], 𝑛 > 2. Тодi 𝜙 = 𝑝𝑙

𝑞𝑚 замкнена рацiональна функцiя для взаємно-

простих 𝑙 i 𝑚.

Дiйсно, припустимо обернене. Тодi за Теоремою 3.3.10 iснують незвiднi мно-

гочлени 𝑝1 та 𝑞1, натуральне число 𝑘 > 2 такi, що

𝑝𝑙

𝑞𝑚
=

(𝛼1𝑝1 + 𝛽1𝑞1) . . . (𝛼𝑘𝑝1 + 𝛽𝑘𝑞1)

(𝛾1𝑝1 + 𝛿1𝑞1) . . . (𝛾𝑘𝑝1 + 𝛿𝑘𝑞1)
, (𝛼𝑖 : 𝛽𝑖) ̸= (𝛾𝑗 : 𝛿𝑗), 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑘.

Оскiльки 𝛼𝑖𝑝1 + 𝛽𝑖𝑞1 та 𝛾𝑗𝑝1 + 𝛿𝑗𝑞1 взаємнопростi для усiх 𝑖 та 𝑗, маємо, що

𝑝𝑙 = (𝛼1𝑝1 + 𝛽1𝑞1) . . . (𝛼𝑘𝑝1 + 𝛽𝑘𝑞1)
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та 𝑞𝑚 = (𝛾1𝑝1 + 𝛿1𝑞1) . . . (𝛾𝑘𝑝1 + 𝛿𝑘𝑞1). Оскiльки 𝑝 i 𝑞 алгебраїчно незалежнi,

як i у доведеннi Теореми 3.2.8 ми робимо висновок, що 𝛼𝑝1 + 𝛽𝑞1 ̸∈ k для усiх

(𝛼 : 𝛽) ∈ P1. Отже, (𝛼1 : 𝛽1) = · · · = (𝛼𝑘 : 𝛽𝑘), (𝛾1 : 𝛿1) = · · · = (𝛾𝑘 : 𝛿𝑘), та

𝑝𝑙 = 𝑎0(𝛼1𝑝1 + 𝛽1𝑞1)
𝑘, 𝑞𝑚 = 𝑏0(𝛾1𝑝1 + 𝛿1𝑞1)

𝑘.

Оскiльки многочлени 𝑝 та 𝑞 незвiднi, робимо висновок, що, з точнiстю до мно-

ження на вiдмiну вiд нуля константу, 𝛼1𝑝1 + 𝛽1𝑞1 = 𝑝𝑙
′ i 𝛾1𝑝1 + 𝛿1𝑞1 = 𝑞𝑚

′, тобто

𝑘 > 2 дiлить як 𝑙, так i𝑚. Це неможливо , бо 𝑙 та𝑚 взаємнопростi. Ми отримали

протирiччя, що доводить, що 𝑝𝑙

𝑞𝑚 замкнена рацiональна функцiя.

3.4 Добутки незвiдних многочленiв

Теорема 3.4.1. Нехай 𝑝1, . . . , 𝑝𝑘 ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] незвiднi алгебраїчно незалежнi

многочлени. Якщо gcd(𝑚1,𝑚2, . . .𝑚𝑘) = 1, тодi многочлен

𝑝𝑚1
1 𝑝𝑚2

2 . . . 𝑝𝑚𝑘

𝑘 + 𝜆

незвiдний для усiх, крiм, можливо, скiнченного числа, 𝜆 ∈ k.

Доведення. Ми покажемо спочатку, що многочлен 𝑝𝑚1
1 𝑝𝑚2

2 . . . 𝑝𝑚𝑘

𝑘 замкнений.

Припустiмо, що це не так, й нехай 𝑝𝑚1
1 𝑝𝑚2

2 . . . 𝑝𝑚𝑘

𝑘 = 𝐹 (ℎ) для деякого замкнено-

го многочлена ℎ i многочлена вiд однiєї змiнної 𝐹 (𝑡) ∈ k[𝑡], deg𝐹 (𝑡) > 2. Нехай

𝐹 (𝑡) = 𝛼(𝑡−𝜇1) . . . (𝑡−𝜇𝑠) розклад многочлена 𝐹 (𝑡) на незвiднi множники. Тодi

𝑝𝑚1
1 𝑝𝑚2

2 . . . 𝑝𝑚𝑘

𝑘 = 𝛼(ℎ− 𝜇1) . . . (ℎ− 𝜇𝑠), 𝜇 ∈ k, 𝛼 ∈ k*.

Оскiльки многочлени ℎ−𝜇𝑖 замкненi, i оскiльки ми припустили, що многочлен

𝑝𝑚1
1 𝑝𝑚2

2 . . . 𝑝𝑚𝑘

𝑘 незамкнений, отримуємо, що 𝑠 > 2. Припустiмо, що iснує 𝜇𝑖 ̸= 𝜇𝑗,

без обмеження загальностi припускаємо 𝜇1 ̸= 𝜇2. Оскiльки усi многочлени 𝑝𝑖

незвiднi, робимо висновок, що ℎ− 𝜇1 = 𝛼1𝑝
𝑠1
𝑖1
. . . 𝑝𝑠𝑚𝑖𝑚 та ℎ− 𝜇2 = 𝛼2𝑝

𝑡1
𝑗1
. . . 𝑝𝑡𝑟𝑗𝑟 для

𝑝𝑖1, . . . , 𝑝𝑖𝑚, 𝑝𝑗1, . . . , 𝑝𝑗𝑟 ∈ {𝑝1, . . . , 𝑝𝑘}. Оскiльки 𝜇1 ̸= 𝜇2, многочлени ℎ − 𝜇1 та
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ℎ− 𝜇2 взаємнопростi. Тому множини {𝑝𝑖1, . . . , 𝑝𝑖𝑚} та {𝑝𝑗1, . . . , 𝑝𝑗𝑟} диз’юнктнi.

Iз (ℎ− 𝜇1) − (ℎ− 𝜇2) + (𝜇1 − 𝜇2) = 0 випливає

𝛼1𝑝
𝑠1
𝑖1
. . . 𝑝𝑠𝑚𝑖𝑚 − 𝛼2𝑝

𝑡1
𝑗1
. . . 𝑝𝑡𝑟𝑗𝑟 + (𝜇1 − 𝜇2) = 0,

що означає, що множина {𝑝1, . . . , 𝑝𝑘} алгебраїчно залежна. Ми отримали про-

тирiччя. Отже 𝜇1 = · · · = 𝜇𝑠 i 𝑝𝑚1
1 . . . 𝑝𝑚𝑘

𝑘 = 𝛼(ℎ − 𝜇1)
𝑠, 𝑠 > 2. З одно-

значностi розкладу многочлена 𝑝𝑚1
1 . . . 𝑝𝑚𝑘

𝑘 на незвiднi множники випливає,

що 𝑠|𝑚1, . . . , 𝑠|𝑚𝑘, але це неможливо з огляду на нашi обмеження на числа

𝑚1, . . . ,𝑚𝑘. Це протирiччя доводить, що многочлен 𝑝𝑚1
1 . . . 𝑝𝑚𝑘

𝑘 замкнений. За

Зауваженням 3.3.5 многочлен 𝑝𝑚1
1 . . . 𝑝𝑚𝑘

𝑘 +𝜆 незвiдний для усiх, крiм, можливо,

скiнченного числа, 𝜆 ∈ k.

Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi дослiджуються замкненi многочлени i рацiональнi функцiї.

Пiдроздiл 3.1 присвячено замкненим многочленам, в ньому означено замкненi

многочлени, зiбрано деякi вiдомi результати про замкненi многочлени а також

зiбрано i доведено важливi допомiжнi твердження, що використовуватимуться

у подальшому викладi, зокрема для опису централiзаторiв елементiв та макси-

мальних абелевих пiдалгебр в роздiлi 4. Це, зокрема, Лема 3.1.8 про iснування

породжуючих многочленiв, та про їх єдинiсть з точнiстю до афiнного перетво-

рення.

Пiдроздiл 3.2 присвячено замкненим рацiональним функцiям. В цьому пiд-

роздiлi також доведено необхiднi допомiжнi твердження, важливi для подаль-

шого викладу, зокрема, це Лема 3.2.6 про iснування породжуючих рацiональних

функцiй. Основними у цьому пiдроздiлi є новi результати пов’язанi з характе-

ризацiєю замкнених рацiональних функцiй. Цi результати було опублiковано в

статтi [50]. Теорема 3.2.8 є достатньою умовою замкненостi рацiональної фун-
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кцiї. Теорема 3.3.2 є критерiєм замкненостi рацiональної функцiї. Ця теорема

є узагальненням критерiю замкненостi многочленiв — Теореми 3.1.10. Теоре-

ма 3.3.10 дає опис незамкнених рацiональних функцiй. Теорема 3.4.1 є доста-

тньою умовою замкненостi добутку незвiдних многочленiв.



Роздiл 4

Алгебри Лi 𝑃2(k)

У цьому роздiлi дослiджуються централiзатори елементiв i максимальнi абелевi

пiдалгебри в деяких нескiнченновимiрних алгебрах Лi 𝐿 над полем k. Першою

i найважливiшою з них є алгебра Лi (насправдi Пуассонова алгебра) 𝑃2(k), в

якiй дужка Лi задається взяттям якобiана вiд двох заданих многочленiв. З то-

чки зору структурної теорiї ця алгебра Лi мало вивчена (наприклад невiдомо,

чи мiстить вона власнi пiдалгебри, якi iзоморфнi їй самiй, не описанi в нiй

навiть неабелевi пiдалгебри розмiрностi 2), тому вивчення структури пiдалгебр

цiєї алгебри є актуальною задачею. Оскiльки дужка Лi в цiй алгебрi Лi вико-

ристовує частиннi похiднi многочленiв, то чисто алгебраїчнi властивостi мно-

гочленiв, якi вiдносяться до подiльностi, нерозкладностi тощо, пов’язуються з

диференцiюваннями, що i ускладнює вивчення алгебри Лi 𝑃2(k). Основнi ре-

зультати цього роздiлу дають опис централiзаторiв елементiв в цiй алгебрi Лi,

а також описують її максимальнi абелевi пiдалгебри. Крiм того, отримано опис

власних векторiв диференцiювань вигляду ad(𝑎), де елемент 𝑎 ∈ 𝑃2(k). Пiдходи,

якi використовуються при цьому дозволяють розглянути аналогiчнi задачi для

алгебри Лi ̃︁𝑃2(k), а також розглянути випадок простої характеристики (заува-

жимо, що в простiй характеристицi ситуацiя радикально вiдрiзняється вiд ха-

рактеристики нуль).
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4.1 Алгебри Лi 𝑃2(k) в характеристицi нуль

Нагадаємо, що алгебра Лi 𝑃𝑛(k) є кiльцем многочленiв вiд двох змiнних iз дуж-

кою Лi

[𝑓, 𝑔] =
∑︁
𝑖<𝑗

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑔

𝜕𝑥𝑗
− 𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑔

𝜕𝑥𝑖

)︂
.

Наступнi два твердження було доведено в роботi [48] для 𝑛 = 2 використовуючи

Теорему 2.0.9, що була доведена в [43]. Те саме доведення працює i у випадку

довiльного 𝑛, потрiбно лише використовувати Теорему 2.0.11, що була доведена

в [58].

Твердження 4.1.1. Для довiльного многочлена 𝑓 ∈ 𝑃𝑛(k) ∖ k його цен-

тралiзатор 𝐶𝑃𝑛(k)(𝑓) спiвпадає iз алгеброю k[ℎ], породженою довiльним по-

роджуючим для 𝑓 многочленом ℎ.

Доведення. За Теоремою 2.0.11 𝐶𝑃𝑛(k)(𝑓) = ker ad(𝑓) = k[ℎ] для деякого мно-

гочлена ℎ. Оскiльки за Лемою 2.0.8 ker ad(𝑓) є цiлозамкненою пiдалгеброю

у 𝑃𝑛(k) = k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], многочлен ℎ замкнений i 𝑓 , очевидно, мiститься в

𝐶𝑃𝑛(k) = k[ℎ].

Твердження 4.1.2. Нехай 𝐴 максимальна абелева пiдалгебра в алгебрi Лi

𝑃𝑛(k). Тодi 𝐴 = k[𝑓 ] для деякого замкненого многочлена 𝑓 ∈ 𝑃𝑛(k) ∖ k. Нав-

паки, для довiльного замкненого многочлена 𝑓 ∈ 𝑃𝑛(k) ∖ k, пiдалгебра k[𝑓 ] є

максимальною абелевою пiдалгеброю в 𝑃𝑛(k).

У випадку алгебраїчно замкненого поля k = k̄, множиною максимальних

абелевих пiдалгебр в 𝑃𝑛(k) є множина алгебр вигляду k[𝑓 ], де 𝑓 незвiдний мно-

гочлен.

Доведення. Нехай 𝐴 максимальна абелева пiдалгебра в алгебрi Лi 𝑃𝑛(k) i не-

хай 𝑔 довiльний вiдмiнний вiд константи многочлен з 𝐴. Очевидно, 𝐴 ⊆
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𝐶𝑃𝑛(k)(𝑔) = k[𝑓 ] для деякого замкненого многочлена 𝑓 . Оскiльки k[𝑓 ] є абе-

левою пiдалгеброю, маємо 𝐴 = k[𝑓 ].

Тепер нехай 𝑓 замкнений многочлен. Потрiбно показати, що k[𝑓 ] макси-

мальна абелева пiдалгебра в 𝑃𝑛(k). Нехай 𝑔 многочлен, що комутує з 𝑓 , тоб-

то [𝑓, 𝑔] = 0. Тодi 𝑔 ∈ 𝐶𝑃𝑛(k)(𝑓). Оскiльки за Твердженням 4.1.1 маємо

𝐶𝑃𝑛(k)(𝑓) = k[𝑓 ], то 𝑔 мiститься в k[𝑓 ]. Ми показали, що усi многочлени, якi

комутують з 𝑓 , належать пiдалгебрi k[𝑓 ]. Оскiльки k[𝑓 ] абелева пiдалгебра, це

доводить, що k[𝑓 ] максимальна абелева пiдалгебра в 𝑃𝑛(k).

У випадку, коли основне поле є алгебраїчно замкненим, за Наслiдком 3.1.11

многочлен 𝑓 завжди можна обрати незвiдним.

Нагадаємо, що алгебра Лi 𝑃2(k) є кiльцем многочленiв вiд двох змiнних iз

дужкою Лi, що визначається якобiаном:

[𝑓, 𝑔] := det

(︃
𝜕𝑓
𝜕𝑥

𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕𝑔
𝜕𝑥

𝜕𝑔
𝜕𝑦

)︃
=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
· 𝜕𝑔
𝜕𝑦

− 𝜕𝑓

𝜕𝑦
· 𝜕𝑔
𝜕𝑥
.

Нашою метою є вивчення структури пiдалгебр цiєї алгебри. У цьому роз-

дiлi дається опис централiзаторiв елементiв а також максимальних абелевих

пiдалгебр Лi у алгебрi 𝑃2(k), що в роздiлi 5 буде використано для опису цен-

тралiзаторiв елементiв i максимальних абелевих пiдалгебр алгебри Лi 𝑠𝑎2(k).

Лема 4.1.3. Центр 𝑍(𝑃2(k)) алгебри Лi 𝑃2(k) спiвпадає з полем k.

Доведення. Многочлен 𝑓 мiститься у центрi алгебри 𝑃2(k) тодi i лише тодi, коли

вiн комутує з твiрними 𝑥 та 𝑦, тобто коли

[𝑓, 𝑥] = 0, [𝑓, 𝑦] = 0.

Оскiльки [𝑓, 𝑥] = −𝜕𝑓
𝜕𝑦 i [𝑓, 𝑦] = 𝜕𝑓

𝜕𝑥 , отримуємо, що 𝑓 мiститься у центрi 𝑃2(k)

тодi i лише тодi, коли 𝜕𝑓
𝜕𝑦 = 𝜕𝑓

𝜕𝑥 = 0. Оскiльки характеристика поля k нуль,

останнє рiвносильне до 𝑓 ∈ k.
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Оскiльки 𝑃2(k) є окремим випадком 𝑃𝑛(k) для 𝑛 = 2, ми маємо наступнi

описи централiзаторiв елементiв i максимальних абелевих пiдалгебр в 𝑃2(k).

Твердження 4.1.4. Для довiльного многочлена 𝑓 ∈ 𝑃2(k) ∖ k його цен-

тралiзатор 𝐶𝑃2(k)(𝑓) спiвпадає iз алгеброю k[ℎ], породженою довiльним по-

роджуючим для 𝑓 многочленом ℎ.

Твердження 4.1.5. Нехай 𝐴 максимальна абелева пiдалгебра в алгебрi Лi

𝑃2(k). Тодi 𝐴 = k[𝑓 ] для деякого замкненого многочлена 𝑓 ∈ 𝑃2(k) ∖ k. Нав-

паки, для довiльного незвiдного многочлена 𝑓 ∈ 𝑃2(k) ∖ k, пiдалгебра k[𝑓 ] є

максимальною абелевою пiдалгеброю в 𝑃2(k).

У випадку алгебраїчно замкненого поля k = k̄, множиною максимальних

абелевих пiдалгебр в 𝑃2(k) є множина алгебр вигляду k[𝑓 ], де 𝑓 незвiдний мно-

гочлен.

Доведення. Обидва твердження є переформулюваннями вiдповiдних тверджень

для 𝑃𝑛(k) у випадку 𝑛 = 2.

Приклад 4.1.6. Розглянемо многочлен 𝑓 = 𝑥2𝑦2 + 𝑥𝑦. Тодi для многочлена

𝐹 (𝑡) = 𝑡2 + 𝑡 маємо 𝑓 = 𝐹 (𝑥𝑦). Оскiльки многочлен 𝑥𝑦 є замкненим (див.

Приклад 3.1.4), то 𝑥𝑦 є породжуючим для 𝑓 многочленом. Отже за попе-

реднiми твердженнями ми отримуємо, що централiзатор 𝐶𝑃2(k)(𝑓) много-

члена 𝑓 спiвпадає з k[𝑥𝑦] i k[𝑥𝑦] є максимальною абелевою пiдалгеброю у ал-

гебрi Лi 𝑃2(k).

У попереднiх твердженнях ми дали опис централiзаторiв елементiв i макси-

мальних абелевих пiдалгебр алгебри 𝑃2(k) у термiнах замкнених многочленiв.

Тут ми наводимо спосiб перевiрки замкненостi многочлена вiд двох змiнних i

знаходження породжуючого для нього многочлена.
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Твердження 4.1.7. Нехай 𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦]∖k довiльний многочлен. Тодi 𝑓 замкне-

ний тодi i лише тодi, якщо для довiльного вiдмiнного вiд константи много-

члена ℎ ∈ k[𝑥, 𝑦] ∖ k, для якого виконується умова deg ℎ < deg 𝑓 , має мiсце

[𝑓, ℎ] ̸= 0.

Доведення. Нехай многочлен 𝑓 замкнений. Розгляньмо довiльний многочлен

ℎ ∈ k[𝑥, 𝑦]∖k, такий що [𝑓, ℎ] = 0. Оскiльки за Твердженням 4.1.4 централiзатор

замкненого многочлена 𝑓 спiвпадає з k[𝑓 ], то ℎ ∈ 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑓 ]. Отже ℎ =

𝐹 (𝑓) для деякого многочлена вiд однiєї змiнної 𝐹 (𝑡) ∈ k[𝑡]. Оскiльки многочлен

ℎ вiдмiнний вiд константи, маємо deg𝐹 (𝑡) > 1. Тому deg ℎ > deg 𝑓 , що доводить

необхiдну умову замкненостi.

Нехай тепер многочлен 𝑓 такий, що для довiльного вiдмiнного вiд константи

многочлена ℎ меншого степеня комутатор [𝑓, ℎ] вiдмiнний вiд нуля. Ми покаже-

мо, що алгебра k[𝑓 ] є максимальною однопородженою пiдалгеброю, що означа-

тиме за Лемою 3.1.1, що многочлен 𝑓 замкнений.

Нехай 𝑓 = 𝐹 (ℎ) для деяких многочленiв ℎ ∈ k[𝑥, 𝑦] та 𝐹 (𝑡) ∈ k[𝑡]. Тодi

deg ℎ 6 deg 𝑓 i [𝑓, ℎ] = [𝐹 (ℎ), ℎ] = 𝐹 ′(ℎ)[ℎ, ℎ] = 0, що, з огляду на нашi припу-

щення, можливо, лише якщо deg ℎ = deg 𝑓 . Отже deg𝐹 = 1 i тому k[𝑓 ] = k[ℎ],

тобто k[𝑓 ] дiйсно максимальна однопороджена пiдалгебра в кiльцi многочленiв

k[𝑥, 𝑦].

Наведене твердження дозволяє перевiряти замкненiсть i знаходити породжу-

ючий многочлен для заданого многочлена вiд двох змiнних. Маємо наступний

наслiдок.

Наслiдок 4.1.8. Многочлен 𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦] ∖ k. є замкненим тодi i лише тодi,

коли система лiнiйних рiвнянь вiдносно 𝛼𝑖,𝑗∑︁
0<𝑖+𝑗<deg 𝑓

𝛼𝑖,𝑗[𝑓, 𝑥
𝑖𝑦𝑗] = 0, 0 < 𝑖+ 𝑗 < deg 𝑓, (4.1)
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не має нетривiальних розв’язкiв. Еквiвалентно, 𝑓 є замкнений тодi i лише

тодi, коли многочлени [𝑓, 𝑥𝑖𝑦𝑗], 0 < 𝑖+ 𝑗 < deg 𝑓 , є лiнiйно незалежними.

Бiльше того, нетривiальнi розв’язки рiвняння 4.1 найменшого степеня визна-

чають породжуючий многочлен для 𝑓 . Пiд степенем розв’язку 𝛼𝑖,𝑗 ми маємо на

увазi степiнь многочлена
∑︀
𝛼𝑖,𝑗𝑥

𝑖𝑦𝑗.

Доведення. Довiльний вiдмiнний вiд константи многочлен ℎ ∈ k[𝑥, 𝑦] степеня

deg ℎ < deg 𝑓 можна записати у виглядi

ℎ =
∑︁

0<𝑖+𝑗<deg 𝑓

𝛼𝑖,𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑗, 𝛼𝑖,𝑗 ∈ k.

Тодi

[𝑓, ℎ] =
∑︁

0<𝑖+𝑗<deg 𝑓

𝛼𝑖,𝑗[𝑓, 𝑥
𝑖𝑦𝑗].

Тому многочлен 𝑓 за Твердженням 4.1.7 є замкненим тодi i лише тодi, коли

система лiнiйних рiвнянь вiдносно 𝛼𝑖,𝑗∑︁
0<𝑖+𝑗<deg 𝑓

𝛼𝑖,𝑗[𝑓, 𝑥
𝑖𝑦𝑗] = 0, 0 < 𝑖+ 𝑗 < deg 𝑓,

не має нетривiальних розв’язкiв.

Аналогiчно до 𝑃2(k)(див. [48]) ми даємо тут опис централiзаторiв елементiв

та максимальних абелевих пiдалгебр в ̃︁𝑃2(k). Цей опис дається у термiнах за-

мкнених рацiональних функцiй, що визначаються аналогiчно до замкнених мно-

гочленiв.

Нагадаємо (див. роздiл 3), що рацiональна функцiя 𝑓 ∈ k(𝑥, 𝑦) називається

замкненою, якщо має мiсце одна з наступних еквiвалентних умов:

1) пiдполе k(𝑓) є алгебраїчно замкненим у k(𝑥, 𝑦);

2) пiдполе k(𝑓) є максимальним елементом у множинi

ℳ = {k(𝑔)| 𝑔 ∈ k(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∖ k},
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тобто є максимальним однопородженим полем.

Як i у випадку алгебри 𝑃2(k), алгебра ̃︁𝑃2(k) має тривiальний центр, тобто її

центр спiвпадає з полем k.

Лема 4.1.9. Центр 𝑍(̃︁𝑃2(k)(k)) алгебри Лi ̃︁𝑃2(k)(k) спiвпадає з полем k.

Доведення. Цiлком аналогiчне до доведення Леми 4.1.3.

Наступнi твердження є аналогами Тверджень 4.1.4 та 4.1.5.

Твердження 4.1.10. Для довiльного елемента 𝑔 ∈ ̃︁𝑃2(k) ∖ k його цен-

тралiзатор 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑔) спiвпадає з k(𝑓) для будь якої породжуючої рацiональної

функцiї 𝑓 для 𝑔.

Доведення. За Теоремою 2.0.10 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑔) = ker ad(𝑔) = k(𝑓) для деякої

рацiональної функцiї 𝑓 ∈ k(𝑥, 𝑦). Але за Лемою 2.0.8 ядро довiльного дифе-

ренцiювання поля рацiональних функцiй k(𝑥, 𝑦) є цiлозамкненим в k(𝑥, 𝑦). Тому

𝑓 є замкненою рацiональною функцiєю.

Твердження 4.1.11. Нехай 𝐴 максимальна абелева пiдалгебра в алгебрi Лĩ︁𝑃2(k). Тодi 𝐴 = k(𝑓) для деякої замкненої рацiональної функцiї 𝑓 ∈ ̃︁𝑃2(k) ∖ k.

Навпаки, для будь якої замкненої рацiональної функцiї 𝑓 ∈̃︁𝑃2(k)∖k пiдалгебра

k(𝑓) є максимальною абелевою пiдалгеброю в ̃︁𝑃2(k).

Доведення. Нехай 𝐴 максимальна абелева пiдалгебра Лi алгебри ̃︁𝑃2(k), нехай

𝑔 довiльний вiдмiнний вiд константи елемент з 𝐴. Очевидно,

𝐴 ⊆ 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑔) = k(𝑓)

для деякої замкненої функцiї 𝑓 . Оскiльки k(𝑓) є абелевою пiдалгеброю, отри-

муємо 𝐴 = k(𝑓).

Нехай тепер 𝑓 замкнена рацiональна функцiя. Тодi k(𝑓) очевидно абе-

лева пiдалгебра. Залишається показати, що k(𝑓) є максимальною абелевою

пiдалгеброю в ̃︁𝑃2(k).
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Нехай 𝑔 такий, що [𝑓, 𝑔] = 0. Тодi

𝑔 ∈ 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑓).

Отже, елементи, що комутують з 𝑓 належать k(𝑓). Таким чином, k(𝑓) макси-

мальна абелева пiдалгебра в ̃︁𝑃2(k).

4.2 Власнi простори в 𝑃2(k)

В цьому пiдроздiлi дослiджується структура просторiв власних векторiв внутрi-

шнiх диференцiювань алгебри 𝑃2(k). Ми розглядаємо власнi вектори з узагаль-

неними власними числами. якi можуть бути многочленами, а не тiльки елемен-

тами основного поля. Якщо обмежитися лише власними векторами з власними

числами iз поля k, то можна описати цi простори бiльш детально (див. [60]).

Означення 4.2.1. Нехай 𝑎 i 𝑓 многочлени з 𝑃2(k). Тодi через

𝑉𝑎(𝑓) = {𝑔| ad(𝑓)(𝑔) = 𝑎𝑔}.

позначимо простiр власних функцiй внутрiшнього диференцiювання ad(𝑓),

що вiдповiдають узагальненому власному значенню 𝑎. Еквiвалентно, 𝑉𝑎(𝑓)

є простором полiномiальних розв’язкiв диференцiального рiвняння 𝐷(𝑔) = 𝑎𝑔,

𝐷 = ad(𝑓).

Приклад 4.2.1. Розглянемо диференцiювання ad(𝑥𝑦), тодi для довiльного мо-

нома 𝑥𝑛𝑦𝑚 ∈ 𝑃2(k) маємо

ad(𝑥𝑦)(𝑥𝑛𝑦𝑚) = [𝑥𝑦, 𝑥𝑛𝑦𝑚] = (𝑚− 𝑛)𝑥𝑛𝑦𝑚.

Отже 𝑉𝑚−𝑛(𝑥𝑦) ̸= 0 для довiльних цiлих чисел 𝑚 i 𝑛.

Звiдси ми отримуємо також, що для довiльного цiлого числа 𝑑 моно-

ми 𝑥𝑛𝑦𝑛+𝑑, 𝑛, 𝑛 + 𝑑 > 0, будуть власними функцiями многочлена 𝑥𝑦, що

вiдповiдають власному числу 𝑑.
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Нехай 𝑓 довiльна власна функцiя многочлена 𝑥𝑦, що вiдповiдає власному

числу 𝜆 ∈ k. Оскiльки усi мономи в кiльцi полiномiв вiд двох змiнних є власни-

ми функцiями 𝑥𝑦, робимо висновок, що усi мономи многочлена 𝑓 мають бути

власними функцiями 𝑥𝑦 з власним числом 𝜆. Але iз наведених вище мiркувань

випливає, що 𝜆 є цiлим числом. Отже

𝑓 =
∑︁
𝑖

𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑦𝑖+𝜆, 𝑎𝑖 ∈ k,

де сума є скiнченою. З iншого боку, зрозумiло, що усi многочлени такого виду

є власними функцiями 𝑥𝑦 з власним числом 𝜆. Отже

𝑉𝜆(𝑥𝑦) =

{︃∑︁
𝑖

𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑦𝑖+𝜆| 𝑎𝑖 ∈ k

}︃
Ми отримали опис скалярних власних чисел i вiдповiдних ним власних про-

сторiв для многочлена 𝑥𝑦.

Зауважмо, що 𝑉𝑑(𝑥𝑦) = 𝑦𝑑k[𝑥𝑦] у випадку, якщо 𝑑 додатне цiле число, i

𝑉𝑑(𝑥𝑦) = 𝑥−𝑑k[𝑥𝑦], якщо 𝑑 вiд’ємне цiле число.

Лема 4.2.2. Нехай 𝑓, 𝑔, ℎ ∈ k[𝑥, 𝑦], ℎ ̸= 0, gcd(𝑔, ℎ) = 1. Тодi 𝑔/ℎ ∈ 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓)

тодi i лише тодi, коли 𝑔 i ℎ є власними значеннями ad 𝑓 , що вiдповiдають

тому самому узагальненому власному значенню (можливо нульовому).

Доведення. Оскiльки

[𝑓, 𝑔/ℎ] = ([𝑓, 𝑔]ℎ− [𝑓, ℎ]𝑔)/ℎ2,

ми отримуємо, що [𝑓, 𝑔/ℎ] = 0 тодi i лише тодi, коли [𝑓, 𝑔]ℎ = [𝑓, ℎ]𝑔. Оскiльки

𝑔 i ℎ взаємнопростi, останнє виконується лише за умов [𝑓, 𝑔] = 𝑎𝑔 i [𝑓, ℎ] = 𝑎ℎ

для деякого 𝑎 ∈ k[𝑥, 𝑦].

Лема 4.2.3. Нехай 𝑎 ̸= 0, 𝑓 многочлени з k[𝑥, 𝑦]. Тодi

1) Довiльнi два вiдмiнних вiд нуля елементи з власного простору

𝑉𝑎(𝑓) = {𝑔 ∈ k[𝑥, 𝑦]| ad(𝑓)(𝑔) = 𝑎𝑔}
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мають нетривiальний спiльний дiльник.

2) Нехай 𝑔, ℎ ∈ k[𝑥, 𝑦] вiдмiннi вiд нуля, i нехай 𝑔ℎ ∈ 𝑉𝑎(𝑓). Тодi 𝑔 ∈ 𝑉𝑎(𝑓)

тодi i лише тодi, коли ℎ ∈ 𝐶𝑃2(k)(𝑓).

3) Нехай 𝑔, ℎ ∈ 𝑉𝑎(𝑓) i нехай 𝑑 = gcd(𝑔, ℎ). Тодi 𝑑 ∈ 𝑉𝑎(𝑓).

Доведення. 1) Припустiмо, що iснують 𝑔, ℎ ∈ 𝑉𝑎(𝑓) з gcd(𝑔, ℎ) = 1. За Ле-

мою 4.2.2 отримуємо 𝑔/ℎ ∈ 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓). Нехай 𝑓 породжуючий многочлен для

𝑓 . За Лемою 3.2.4 𝑓 є також породжуючим елементом для 𝑓 в k(𝑥, 𝑦). От-

же, за Твердженням 4.1.10 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑓) i ми отримуємо 𝑔/ℎ ∈ k(𝑓). Та-

ким чином 𝑔/ℎ = 𝐺(𝑓)/𝐻(𝑓) для 𝐻,𝐺 ∈ k[𝑡], gcd(𝐺,𝐻) = 1. Зауважимо,

що з gcd(𝐺(𝑡), 𝐻(𝑡)) = 1 випливає gcd(𝐺(𝑓), 𝐻(𝑓)) = 1. Тому, з точнiстю до

множення на вiдмiнну вiд нуля константу, 𝑔 = 𝐺(𝑓) i ℎ = 𝐻(𝑓). Отримуємо

𝑔, ℎ ∈ k[𝑓 ] = 𝐶𝑃2(k)(𝑓), що суперечить 𝑎 ̸= 0.

2) Випливає з

[𝑓, 𝑔]ℎ+ [𝑓, ℎ]𝑔 = [𝑓, 𝑔ℎ] = 𝑎𝑔ℎ,

бо 𝑔 належить 𝑉𝑎(𝑓), тобто [𝑓, 𝑔] = 𝑎𝑔, тодi i лише тодi, коли [𝑓, ℎ]𝑔 = 0.

Оскiльки 𝑔 ̸= 0, останнє еквiвалентно до [𝑓, ℎ] = 0, тобто до ℎ ∈ 𝐶𝑃2(k)(𝑓).

3) Нехай 𝑔 = 𝑑𝑔1, ℎ = 𝑑ℎ1. Тодi за Лемою 4.2.2

[𝑓, 𝑔1/ℎ1] = [𝑓, (𝑑𝑔1)/(𝑑ℎ1)] = [𝑓, 𝑔/ℎ] = 0.

Таким чином 𝑔1/ℎ1 ∈ 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑓), звiдки, використовуючи gcd(𝑔1, ℎ1) = 1,

отримуємо 𝑔1, ℎ1 ∈ k[𝑓 ] = 𝐶𝑃2(k)(𝑓). З 2) маємо 𝑑 ∈ 𝑉𝑎(𝑓).

Теорема 4.2.4. Нехай 𝑎, 𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦], 𝑎 ̸= 0, 𝑉𝑎(𝑓) ̸= 0. Тодi iснує 𝑔𝑎,𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦],

такий що 𝑉𝑎(𝑓) = 𝑔𝑎,𝑓k[𝑓 ] i 𝑔𝑎,𝑓 не дiлиться на елементи з 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑓 ].

Зокрема, 𝑉𝑎(𝑓) нескiнченновимiрний векторний простiр над полем k i вiльний

модуль рангу 1 над централiзатором 𝐶𝑃2(k)(𝑓) многочлена 𝑓 .

Доведення. В якостi 𝑔𝑎,𝑓 вiзьмемо довiльний вiдмiнний вiд нуля елемент з 𝑉𝑎(𝑓)

мiнiмального степеня. Тодi для довiльного власного вектора 𝑔 ∈ 𝑉𝑎(𝑓) за Ле-
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мою 4.2.3 маємо gcd(𝑔𝑎,𝑓 , 𝑔) ∈ 𝑉𝑎(𝑓). Оскiльки 𝑔𝑎,𝑓 ма мiнiмальний степiнь, з

точнiстю до множення на вiдмiнну вiд нуля константу, маємо gcd(𝑔𝑎,𝑓 , 𝑔) = 𝑔𝑎,𝑏.

Тому 𝑔𝑎,𝑓 дiлить усi 𝑔 ∈ 𝑉𝑎(𝑓). За Лемою 4.2.3 отримуємо

𝑔𝑎,𝑓k[𝑓 ] ⊆ 𝑉𝑎(𝑓) ⊆ 𝑔𝑎,𝑓k[𝑓 ],

отже 𝑉𝑎(𝑓) = 𝑔𝑎,𝑓k[𝑓 ].

Зауваження 4.2.5. Ця теорема говорить, що достатньо знайти лише один

елемент з 𝑉𝑎(𝑓). Дiйсно, якщо дано вiдмiнний вiд нуля елемент 𝑔 ∈ 𝑉𝑎(𝑓),

можемо подiлити 𝑔 на усi множники з 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑓 ]. Таким чином отри-

маємо 𝑔𝑎,𝑓 .

Проiлюструємо це на прикладi.

Приклад 4.2.6. Переглянемо Приклад 4.2.1 i застосуємо твердження Те-

ореми 4.2.4. Многочлен 𝑥𝑦 є замкненим (див. Приклад 3.1.4), тому маємо

рiвнiсть 𝐶𝑃2(k)(𝑥𝑦) = k[𝑥𝑦].

Розглянемо власну функцiю 𝑥𝑖𝑦𝑖+𝑑 многочлена 𝑥𝑦. Маємо, що 𝑥𝑖𝑦𝑖+𝑑 =

(𝑥𝑦)𝑖𝑦𝑑, якщо 𝑑 додатне, i 𝑥𝑖𝑦𝑖+𝑑 = (𝑥𝑦)𝑖+𝑑𝑥−𝑑, якщо 𝑑 вiд’ємне. Многочлени

вигляду (𝑥𝑦)𝑖 належать до централiзатора 𝐶𝑃2(k)(𝑥𝑦). Очевидно, многочлени 𝑦𝑑

i 𝑥−𝑑 не дiляться на многочлени з централiзатора 𝐶𝑃2(k)(𝑥𝑦) = k[𝑥𝑦]. Тому для

додатних 𝑑 маємо

𝑉𝑑(𝑥𝑦) = 𝑦𝑑k[𝑥𝑦],

для вiд’ємних 𝑑 отримуємо

𝑉𝑑(𝑥𝑦) = 𝑦−𝑑k[𝑥𝑦],

що, зрозумiло, спiвпадає з результатами з Прикладу 4.2.1.

Як зазначалося у Роздiлi 2 на кiльцях рядiв вiд двох змiнних є структура

алгебри Пуассона, що задається як i в випадку многочленiв чи рацiональних
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функцiй якобiаном

[𝑓, 𝑔] :=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
· 𝜕𝑔
𝜕𝑦

− 𝜕𝑓

𝜕𝑦
· 𝜕𝑔
𝜕𝑥
.

Оскiльки за своїми властивостями ряди близькi до многочленiв б природно бу-

ло б сподiватися, що в для рядiв теж мають мiсце результати подiбнi до ре-

зультатiв з попереднiх пiдроздiлiв. Основою для доведення тверджень про цен-

тралiзатори та максимальнi абелевi пiдалгебри в 𝑃𝑛(k), 𝑃2(k) i ̃︁𝑃2(k) є резуль-

тати про структуру кiлець констант диференцiювань сформульованi у Теоре-

мах 2.0.11, 2.0.9, 2.0.10. Аналогiчнi результати мають мiсце i для кiлець фор-

мальних степеневих рядiв вiд кiлькох змiнних.

Розглянемо кiльце формальних степеневих рядiв вiд двох змiнних.

Лема 4.2.7. Центр 𝑍(k[[𝑥, 𝑦]]) алгебри Лi k[[𝑥, 𝑦]] спiвпадає з полем k.

Доведення. Ряд 𝑓 мiститься у центрi алгебри k[[𝑥, 𝑦]] тодi i лише тодi, коли вiн

комутує з твiрними 𝑥 та 𝑦, тобто коли

[𝑓, 𝑥] = 0, [𝑓, 𝑦] = 0.

Оскiльки [𝑓, 𝑥] = −𝜕𝑓
𝜕𝑦 i [𝑓, 𝑦] = 𝜕𝑓

𝜕𝑥 , отримуємо, що 𝑓 мiститься у центрi k[[𝑥, 𝑦]]

тодi i лише тодi, коли 𝜕𝑓
𝜕𝑦 = 𝜕𝑓

𝜕𝑥 = 0. Оскiльки характеристика поля k нуль,

останнє рiвносильне до 𝑓 ∈ k.

Нехай 𝐹 (𝑡) ∈ k[[𝑡]] ряд вiд однiєї змiнної, тодi для довiльного ряду 𝑓 ∈
k[[𝑥, 𝑦]] вiд двох змiнних з нульовим вiльним членом визначено композицiю 𝐹 ∘
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐹 (𝑓). Таким чином k[[𝑓 ]] = {𝐹 (𝑓) | 𝐹 ∈ k[[𝑡]]}. Якщо ж вiльний член

𝑓(0) ряду 𝑓 вiдмiнний вiд нуля, визначмо

k[[𝑓 ]] := k[[𝑓 − 𝑓(0)]].

Означення 4.2.2. Ряд 𝑓 ∈ k[[𝑥, 𝑦]] називається максимальним, якщо алгебра

k[[𝑓 ]] є максимальним елементом у частково впорядкованiй за включенням

множинi

{k[[ℎ]] | ℎ ∈ k[[𝑥, 𝑦]]}.
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Зауваження 4.2.8. Максимальнi ряди є аналогами замкнених многочленiв i

рацiональних функцiй.

Наступна лема дає подiбно до Леми 3.1.5 широкий клас прикладiв макси-

мальних рядiв.

Лема 4.2.9. Нехай 𝑓 ∈ k[[𝑥, 𝑦]] ряд Якобi (тобто нехай, по аналогiї з много-

членами iснує ряд 𝑔 такий що [𝑓, 𝑔] ∈ k* ). Тодi формальний степеневий ряд

𝑓 є максимальним.

Доведення. Нехай 𝑔 такий ряд, що [𝑓, 𝑔] = 𝑐 ∈ k*. Припустимо, що 𝑓 = 𝐻(ℎ).

Тодi

𝑐 = [𝑓, 𝑔] = [𝐻(ℎ), 𝑔] = 𝐻 ′(ℎ)[ℎ, 𝑔],

звiдки маємо 𝐻 ′(ℎ) ∈ k[[𝑥, 𝑦]]*, i тому k[[𝑓 ]] = k[[ℎ]].

Означення 4.2.3. Нехай 𝑓, ℎ ∈ k[[𝑥, 𝑦]]. Ряд ℎ називається породжуючим

рядом для ряду 𝑓 , якщо ℎ максимальний i 𝑓 ∈ k[[ℎ]].

Лема 4.2.10. Для довiльного ряду 𝑓 ∈ k[[𝑥, 𝑦]] iснує породжуючий ряд.

Доведення. Оскiльки iз включення k[[𝑓 ]] ⊆ k[[𝑔]] випливає ord 𝑓 > ord 𝑔, роби-

мо висновок, що iснує максимальна однопороджена алгебра k[[ℎ]], яка мiстить

ряд 𝑓 .

Лема 4.2.11. 1) Нехай 𝑓 максимальний ряд, тодi 𝐶k[[𝑥,𝑦]](𝑓) = k[[𝑓 ]].

2) Нехай 𝐺(𝑡) ∈ k[[𝑡]] ∖ k i нехай 𝑓 = 𝐺(𝑔), тодi 𝐶k[[𝑥,𝑦]](𝑓) = 𝐶k[[𝑥,𝑦]](𝑔).

Доведення. 1) За Теоремою 2.0.12 маємо 𝐶k[[𝑥,𝑦]](𝑓) = k[[ℎ]] для деякого ряду

ℎ ∈ k[[𝑥, 𝑦]]. Оскiльки k[[𝑓 ]] ⊆ 𝐶k[[𝑥,𝑦]](𝑓), з максимальностi 𝑓 випливає, що

k[[𝑓 ]] = k[[ℎ]] = 𝐶k[[𝑥,𝑦]](𝑓).

2) Випливає з [𝑓, ℎ] = [𝐺(𝑔), ℎ] = 𝐺′(𝑔)[𝑔, ℎ] i 𝐺′(𝑔) ̸= 0, бо в такому випадку

[𝑓, ℎ] = 0 тодi й лише тодi, коли [𝑔, ℎ] = 0.
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Твердження 4.2.12. Нехай 𝑓 ∈ k[[𝑥, 𝑦]] ∖ k. Тодi 𝐶k[[𝑥,𝑦]](𝑓) = k[[ℎ]] для

довiльного породжуючого для 𝑓 ряду ℎ.

Доведення. Якщо ℎ довiльний породжуючий ряд для ряду 𝑓 , то 𝐶k[[𝑥,𝑦]](𝑓) =

𝐶k[[𝑥,𝑦]](ℎ) = k[[ℎ]] за Лемою 4.2.11.

Зауваження 4.2.13. Зокрема з останнього випливає, що для довiльних двох

породжуючих рядiв 𝑔 i ℎ ряду 𝑓 має мiсце рiвнiсть k[[𝑔]] = k[[ℎ]], тобто

породжуючий ряд визначений однозначно з точнiстю до автоморфiзму кiльця

формальних рядiв вiд однiєї змiнної: iснує ряд 𝐹 ∈ k[[𝑡]], ord𝐹 = 1, такий що

𝑔 − 𝑔(0) = 𝐹 (ℎ− ℎ(0)).

Твердження 4.2.14. Максимальними абелевими пiдалгебрами в k[[𝑥, 𝑦]] є в

точностi однопородженi пiдалгебри k[[ℎ]], породженi максимальним рядом ℎ.

Доведення. Нехай 𝐴 максимальна абелева пiдалгебра в k[[𝑥, 𝑦]]. Розглянемо

довiльний вiдмiнний вiд константи елемент з алгебри 𝐴. Тодi

𝐴 ⊆ 𝐶k[[𝑥,𝑦]](ℎ) = k[[ℎ̄]],

де ℎ̄ породжуючий ряд для ℎ. Оскiльки k[[ℎ̄]] є абелевою пiдалгеброю, з макси-

мальностi 𝐴 отримуємо 𝐴 = k[[ℎ̄]].

Нехай тепер ℎ максимальний ряд. Тодi k[[ℎ]] абелева пiдалгебра. Нехай 𝐴

максимальна абелева пiдалгебра, що мiстить k[[ℎ]]. Ми довели, що 𝐴 = k[[𝑔]]

для деякого максимального ряду 𝑔. Оскiльки ℎ теж максимальний, маємо

k[[ℎ]] = k[[𝑔]] = 𝐴. Отже k[[ℎ]] максимальна абелева пiдалгебра в k[[𝑥, 𝑦]].
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4.3 Алгебри Лi 𝑃2(k) в простiй характеристицi

Якщо характеристика основного поля вiдмiнна вiд нуля, маємо цiлковито iншу

структуру алгебр 𝑃2(k) та ̃︁𝑃2(k). Першою кардинальною вiдмiннiстю є те, що

в простiй характеристицi цi алгебри Пуассона мають нетривiальний центр.

Лема 4.3.1. 1) Центр 𝑍(𝑃2(k)) алгебри Лi 𝑃2(k) спiвпадає з k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝].

2)Центр 𝑍(̃︁𝑃2(k)) алгебри Лi ̃︁𝑃2(k) спiвпадає з k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝).

Доведення. 1) Многочлен 𝑓 мiститься у центрi алгебри 𝑃2(k) тодi i лише тодi,

коли вiн комутує з твiрними 𝑥 та 𝑦, тобто коли

[𝑓, 𝑥] = 0, [𝑓, 𝑦] = 0.

Оскiльки [𝑓, 𝑥] = −𝜕𝑓
𝜕𝑦 i [𝑓, 𝑦] = 𝜕𝑓

𝜕𝑥 , отримуємо, що 𝑓 мiститься у центрi 𝑃2(k)

тодi i лише тодi, коли 𝜕𝑓
𝜕𝑦 = 𝜕𝑓

𝜕𝑥 = 0. Легко бачити, що останнє виконується тодi

i лише тодi, коли многочлен 𝑓 мiститься у k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝].

2) Нехай 𝑓1, 𝑓2 ∈ k[𝑥, 𝑦], 𝑓2 ̸= 0. Зауважмо, що

[𝑓1/𝑓2, 𝑔1/𝑔2] = (𝑓2𝑔2)
−𝑝[𝑓1𝑓

𝑝−1
2 , 𝑔1𝑔

𝑝−1
2 ],

бо для довiльного многочлена 𝑓 , його 𝑝−тий степiнь мiститься в k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]. Отже

рацiональна функцiя 𝑓1/𝑓2 мiститься у центрi ̃︁𝑃2(k) лише тодi, коли многочлен

𝑓 𝑝2 (𝑓1/𝑓2) мiститься у 𝑍(𝑃2(k)) = k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]. Тому, 𝑍(̃︁𝑃2(k)) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝), що й

доводить лему.

Лема 4.3.2. [𝑎𝑓, 𝑏𝑔] = 𝑎𝑏[𝑓, 𝑔] для довiльних 𝑎, 𝑏 ∈ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) i довiльних 𝑓, 𝑔 ∈̃︁𝑃2(k), зокрема й для многочленiв 𝑎, 𝑏 ∈ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝], 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑃2(k).

Доведення. Випливає з того, що k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) мiститься в центрi алгебри ̃︁𝑃2(k).

Лема 4.3.3. ̃︁𝑃2(k) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗ 𝑃2(k).

Доведення. Очевидно k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗ 𝑃2(k) мiститься у ̃︁𝑃2(k). Нехай 𝑓 = 𝑓1/𝑓2 ∈̃︁𝑃2(k). Тодi 𝑓 𝑝2𝑓 = 𝑓1𝑓
𝑝−1
2 ∈ 𝑃2(k), i тому 𝑓 ∈ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗ 𝑃2(k).
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Лема 4.3.4. Нехай 𝑓 = 𝑓1/𝑓2 ∈̃︁𝑃2(k), 𝑓1, 𝑓2 ∈ k[𝑥, 𝑦]. Тодi

𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗ 𝐶𝑃2(k)(𝑓1𝑓
𝑝−1
2 ).

Зокрема, якщо 𝑓 многочлен, то 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗ 𝐶𝑃2(k)(𝑓) i 𝐶𝑃2(k)(𝑓) =

𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) ∩ k[𝑥, 𝑦].

Доведення. Нехай 𝑔 = 𝑔1/𝑔2 ∈ 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓), 𝑔1, 𝑔1 ∈ k[𝑥, 𝑦]. Тодi маємо

0 = [𝑔, 𝑓 ] = [𝑔1/𝑔2, 𝑓1/𝑓2] = 𝑔−𝑝2 𝑓−𝑝2 [𝑔1𝑔
𝑝−1
2 , 𝑓1𝑓

𝑝−1
2 ]

i отже 𝑔1𝑔𝑝−1
2 ∈ 𝐶𝑃2(k)(𝑓1𝑓

𝑝−1
2 ). Тому, 𝑔 = 𝑔−𝑝2 (𝑔1𝑔

𝑝−1
2 ) мiститься в k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗

𝐶𝑃2(k)(𝑓1𝑓
𝑝−1
2 ).

Нехай 𝑎 ∈ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝), 𝑏 ∈ 𝐶𝑃2(k)(𝑓1𝑓
𝑝−1
2 ). Тодi

[𝑎⊗ 𝑏, 𝑓 ] = 𝑎[𝑏, 𝑓 ] = 𝑎𝑓−𝑝2 [𝑏, 𝑓1𝑓
𝑝−1
2 ] = 0.

Оскiльки елементи типу 𝑎 ⊗ 𝑏, 𝑎 ∈ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝), 𝑏 ∈ 𝐶𝑃2(k)(𝑓1𝑓
𝑝−1
2 ) породжують

k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗ 𝐶𝑃2(k)(𝑓1𝑓
𝑝−1
2 ), маємо k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗ 𝐶𝑃2(k)(𝑓1𝑓

𝑝−1
2 ) ⊆ 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓).

Лема 4.3.5. Iснують розклади векторних пiдпросторiв на прямi суми пiдпро-

сторiв:

1) 𝑃2(k) =
∑︀𝑝−1

𝑖,𝑗=0 k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑥𝑖𝑦𝑗,

2) ̃︁𝑃2(k) =
∑︀𝑝−1

𝑖,𝑗=0 k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)𝑥𝑖𝑦𝑗.

Доведення. Перший розклад очевидний, iснування ж другого розкладу випли-

ває з Леми 4.3.3.

Лема 4.3.6. Нехай 𝑓 ∈̃︁𝑃2(k) ∖ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝). Тодi 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓). Зокрема,

якщо 𝑓 многочлен, то 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓) ∩ k[𝑥, 𝑦].

Доведення. Оскiльки 𝑓 ̸∈ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) i 𝑓 ∈ 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓), маємо включення

k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ( k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓) ⊆ 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) ( k(𝑥, 𝑦).
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Оскiльки [k(𝑥, 𝑦) : k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)] = 𝑝2, отримуємо [𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) : k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)] = 𝑝. Оскiльки

виконується також [k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓) : k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)] = 𝑝, маємо 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓).

Звiдси випливає i твердження про многочлен.

Наслiдок 4.3.7. Нехай 𝜙 i 𝜓 елементи з k(𝑥, 𝑦)∖k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝). Тодi [𝜙, 𝜓] = 0 тодi

i лише тодi, коли k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝜙) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝜓).

Доведення. Якщо [𝜙, 𝜓] = 0, то 𝜙 мiститься у централiзаторi 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝜓), що

спiвпадає з k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝜓), а 𝜓 мiститься у централiзаторi 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝜙) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝜙).

Отримуємо k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝜙) ⊆ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝜓) ⊆ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝜙) звiдки випливає, що

промiжнi включення є рiвностями.

Навпаки, якщо k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝜙) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝜓), то, очевидно, [𝜙, 𝜓] = 0. Це дово-

дить необхiдне твердження.

Маємо наступне уточнення Теореми 2.0.13.

Теорема 4.3.8. Нехай 𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦]∖k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]. Тодi 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝, ℎ1, . . . ℎ𝑝−1]

є вiльним модулем рангу 𝑝 над k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝], де ℎ𝑖 є вiльними твiрними, що мають

вигляд

𝑔−1(𝑎0 + 𝑎2𝑓 + · · · + 𝑎𝑝−1𝑓
𝑝−1),

𝑔, 𝑎𝑖 ∈ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝], 𝑖 = 0, 𝑝− 1.

Доведення. За Теоремою 2.0.13 𝐶𝑃2(k)(𝑓) є вiльним k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]-модулем. Нехай 𝑟

ранг 𝐶𝑃2(k)(𝑓), тобто 𝐶𝑃2(k)(𝑓) ∼= k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑟. Тодi маємо

k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓) =𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗ 𝐶𝑃2(k)(𝑓) ∼=

k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗ (k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝])𝑟 ∼= k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)𝑟.

Оскiльки [k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓) : k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)] = 𝑝, маємо 𝑟 = 𝑝. Нехай 1, ℎ1, . . . , ℎ𝑝−1

твiрнi 𝐶𝑃2(k)(𝑓), тобто 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝, ℎ1, . . . , ℎ𝑝−1]. Оскiльки за Лемою 4.3.6

𝐶𝑃2(k)(𝑓) = 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) ∩ k[𝑥, 𝑦], отримуємо ℎ𝑗 = 𝑏0𝑗 + 𝑏1𝑗𝑓 + · · · + 𝑏𝑝−1𝑗𝑓
𝑝−1,



71

𝑏𝑖𝑗 ∈ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝). Позначаючи для фiксованого 𝑗 за допомогою 𝑔𝑗 добуток усiх

знаменникiв в 𝑏𝑖𝑗, одержимо 𝑔𝑗ℎ𝑖 = 𝑎0𝑗 +𝑎1𝑗𝑓 + · · ·+𝑎𝑝−1𝑗𝑓
𝑝−1, або еквiвалентно

ℎ𝑗 = 𝑔−1
𝑗 (𝑎0𝑗 + 𝑎1𝑗𝑓 + · · · + 𝑎𝑝−1𝑗𝑓

𝑝−1), 𝑎𝑖𝑗 ∈ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝].

Теорема 4.3.9. 1) Нехай 𝐴 максимальна абелева пiдалгебра в алгебрi Лi 𝑃2(k).

Тодi 𝐴 збiгається з централiзатором 𝐶𝑃2(k)(𝑓) для деякого 𝑓 ∈ 𝐴 ∖ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝].

Навпаки, для довiльного 𝑓 ∈ 𝑃2(k) ∖ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝] пiдалгебра 𝐶𝑃2(k)(𝑓) є максималь-

ною абелевою пiдалгеброю iз 𝑃2(k).

2) Усiма максимальними абелевими пiдалгебрами алгебри Лi ̃︁𝑃2(k) є в то-

чностi пiдполя k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓), 𝑓 ∈̃︁𝑃2(k) ∖ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝).

Доведення. 1) Нехай 𝐴 - максимальна абелева пiдалгебра алгебри Лi 𝑃2(k).

Очевидно, 𝐴 ⊇ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]. Вiзьмемо довiльний елемент 𝑓 ∈ 𝐴 ∖ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝] (вiн,

очевидно, iснує). Тодi 𝐴 ⊆ 𝐶𝑃2(k)(𝑓). З Теореми 4.3.8 випливає, що пiдалгебра

𝐶𝑃2(k)(𝑓) абелева. Оскiльки 𝐴 максимальна абелева, то звiдси отримаємо, що

𝐴 = 𝐶𝑃2(k)(𝑓). Далi, для довiльного 𝑓 ∈ 𝑃2(k) ∖ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝] пiдалгебра 𝐶𝑃2(k)(𝑓)

абелева за вiдзначеним вище. Крiм того, довiльний елемент, що комутує з 𝑓

мiститься у 𝐶𝑃2(k)(𝑓). Отже 𝐶𝑃2(k)(𝑓) – максимальна абелева пiдалгебра.

2) Нехай𝐴 максимальна абелева пiдалгебра у 𝑟𝑃 . Тодi𝐴 строго мiстить у собi

k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) i сама мiститься у централiзаторi довiльного елемента 𝑓 ∈ 𝐴∖k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝).

За Лемою 4.3.6 централiзатори елементiв 𝑓 ∈ ̃︁𝑃2(k) ∖ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) мають вигляд

𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓) i є абелевими пiдалгебрами. Отже з максимальностi 𝐴

випливає, що 𝐴 спiвпадає з централiзатором 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓) довiльного

елемента 𝑓 ∈ 𝐴 ∖ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝). Навпаки, для довiльного 𝑓 ∈ ̃︁𝑃2(k) ∖ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)

пiдалгебра 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓) є абелевою, i довiльний елемент, що кому-

тує з 𝑓 , мiститься у цiй алгебрi. Отже пiдалгебри k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓) є максимальними

абелевими пiдалгебрами у ̃︁𝑃2(k).

Наслiдок 4.3.10. 1) Нехай k поле характеристики 2, нехай 𝑓 многочлен з

𝑃2(𝑘)∖k[𝑥2, 𝑦2]. Тодi 𝐶𝑃2
(k)(𝑓) = k[𝑥2, 𝑦2, 𝑓 ], де 𝑓 отримується з 𝑓 вiднiманням
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усiх мономiв iз k[𝑥2, 𝑦2] i дiленням на усi нетривiальнi дiльники iз k[𝑥2, 𝑦2].

2) Максимальними абелевими пiдалгебрами в 𝑃2(k) є в точностi k[𝑥2, 𝑦2, ℎ],

де ℎ многочлен, що не мiстить мономiв iз k[𝑥2, 𝑦2] i не має нетривiальних

дiльникiв у k[𝑥2, 𝑦2].

Доведення. Оскiльки 2) випливає з 1) та з Теореми 4.3.9, достатньо довести 1).

Нехай 𝑓 = 𝑎𝑓 + 𝑏, де 𝑎, 𝑏 ∈ k[𝑥2, 𝑦2], 𝑎 ̸= 0. Оскiльки

0 = [𝑓, 𝑓 ] = [𝑓, 𝑎𝑓 + 𝑏] = 𝑎[𝑓, 𝑓 ],

маємо [𝑓, 𝑓 ] = 0. Тому k[𝑥2, 𝑦2, 𝑓 ] ⊆ 𝐶𝑃2(k)(𝑓). Iз Proposition 4.2 з [43] 𝐶𝑃2(k)(𝑓) =

k[𝑥2, 𝑦2, 𝑔] для деякого многочлена 𝑔 ∈ k[𝑥, 𝑦]. Маємо 𝑓 ∈ k[𝑥2, 𝑦2, 𝑔] i тому

𝑓 = 𝐹 (𝑥2, 𝑦2)𝑔 +𝐺(𝑥2, 𝑦2).

Але iз побудови многочлена 𝑓 випливає 𝐺(𝑥2, 𝑦2) = 0 i 𝐹 (𝑥2, 𝑦2) ∈ k*. Отже,

𝑓 = 𝛼𝑔 для 𝛼 ∈ k* i

k[𝑥2, 𝑦2, 𝑓 ] = k[𝑥2, 𝑦2, 𝑔] = 𝐶𝑃2(k)(𝑓).

Приклад 4.3.11. Якщо chark = 2, то

1) 𝐶𝑃2(k)(𝑥𝑦) = k[𝑥2, 𝑦2, 𝑥𝑦],

2) 𝐶𝑃2(k)(𝑥
3𝑦7 + 𝑦5 + 1) = k[𝑥2, 𝑦2, 𝑥3𝑦3 + 𝑦].

У випадку нульової характеристики ми довели, що для многочлена 𝑓 ∈ 𝑃2(k)

його узагальненi власнi простори, що вiдмiннi вiд нуля, є вiльними модулями

рангу 1 над централiзатором 𝐶𝑃2(k)(𝑓) многочлена 𝑓 . У випадку ж простої ха-

рактеристики подiбне твердження невiрне. Дiйсно, розгляньмо поле характери-

стики 2 та многочлен 𝑓 = 𝑥𝑦 i його власний простiр, що вiдповiдає власному

значенню 1. У цьому випадку 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑥2, 𝑦2, 𝑥𝑦] (див. Приклад 4.3.11).
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Мiркування, аналогiчнi до мiркувань з Прикладу 4.2.1, показують, що вла-

сний простiр 𝑉1(𝑥𝑦) є лiнiйною оболонкою мономiв

{𝑥𝑖𝑦𝑖+2𝑙+1}𝑖,𝑙>0 та {𝑥𝑗+2𝑘+1𝑦𝑗}𝑗,𝑘>0.

Зрозумiло, що 𝑉1(𝑥𝑦) не можна породити одним елементом над k[𝑥2, 𝑦2, 𝑥𝑦],

бо в протилежному випадку многочлени 𝑥 та 𝑦, що мiстяться у 𝑉1(𝑥𝑦), ма-

ли б спiльний дiльник. З iншого боку, оскiльки мономи 𝑥 та 𝑦 є твiрними

k[𝑥2, 𝑦2, 𝑥𝑦]−модуля 𝑉1(𝑥𝑦), ми отримуємо сюр’єктивний гомоморфiзм модулiв

над кiльцем k[𝑥2, 𝑦2, 𝑥𝑦]:

(k[𝑥2, 𝑦2, 𝑥𝑦])2 � 𝑉1(𝑥𝑦), (𝑎, 𝑏) ↦→ 𝑎𝑥+ 𝑏𝑦.

Припустiмо, що 𝑉1(𝑥𝑦) є вiльним модулем над 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑥2, 𝑦2, 𝑥𝑦]. Отже

маємо iзоморфiзм 𝑉1(𝑥𝑦) ∼= (k[𝑥2, 𝑦2, 𝑥𝑦])𝑟, де 𝑟 > 1. Тодi, розглядаючи компо-

зицiю

(k[𝑥2, 𝑦2, 𝑥𝑦])2 � 𝑉1(𝑥𝑦) ∼= (k[𝑥2, 𝑦2, 𝑥𝑦])𝑟 � (k[𝑥2, 𝑦2, 𝑥𝑦])2,

де остання стрiлка є проекцiєю на довiльнi двi координати, отримуємо сюр’є-

ктивний ендоморфiзм скiнченнопородженого модуля (k[𝑥2, 𝑦2, 𝑥𝑦])2, який має

бути iзоморфiзмом за теоремою Келi-Гамiльтона. Отже, iзоморфiзмом має бу-

ти кожен з компонованих гомоморфiзмiв, тому 𝑥 та 𝑦 мають бути вiльними

твiрними модуля 𝑉1(𝑥𝑦). Але мiж ними є нетривiальне спiввiдношення

𝑥𝑦 · 𝑥− 𝑥2 · 𝑦 = 0,

тому 𝑥 та 𝑦 не є вiльними твiрними модуля 𝑉1(𝑥𝑦). Таким чином власний простiр

𝑉1(𝑥𝑦) не є вiльним 𝐶𝑃2(k)(𝑥𝑦) модулем.

Кiльце формальних степеневих рядiв k[[𝑥, 𝑦]] вiд двох змiнних над полем k,

разом з операцiєю взяття якобiану

[𝑓, 𝑔] :=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
· 𝜕𝑔
𝜕𝑦

− 𝜕𝑓

𝜕𝑦
· 𝜕𝑔
𝜕𝑥
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як вже згадувалося ранiше є Пуассоновою алгеброю.

Зауважимо, що кiльце степеневих рядiв вiд двох змiнних у простiй характе-

ристицi 𝑝 може бути зображене, як k[[𝑥, 𝑦]] = k[[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]]⊗𝑃2(k), тобто довiльний

ряд 𝑓 ∈ k[[𝑥, 𝑦]] можна зобразити у виглядi скiнченної суми 𝑓 =
∑︀
𝑖

𝑔𝑖ℎ𝑖, де

𝑔𝑖 ∈ k[[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]], ℎ𝑖 ∈ 𝑃2(k). Звiдси, а також з Леми 4.3.5 випливає iснування

розкладу k[[𝑥, 𝑦]] =
∑︀𝑝−1

𝑖,𝑗=0 k[[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]]𝑥𝑖𝑦𝑗

Висновки до роздiлу 4

Цей роздiл присвячений дослiдженню структури алгебр Лi типу 𝑃2(k), тобто

алгебр Лi многочленiв, рацiональних функцiй та рядiв вiд двох змiнних iз дуж-

кою Лi, що визначається якобiаном [𝑓, 𝑔] = 𝜕𝑓
𝜕𝑥 ·

𝜕𝑔
𝜕𝑦 −

𝜕𝑓
𝜕𝑦 ·

𝜕𝑔
𝜕𝑥 .

Основнi результати цього роздiлу опублiковано в статтях [48], [28] та [30].

На початку роздiлу дослiджуються алгебри Лi типу 𝑃2(k) у характеристицi

нуль. Зокрема, у Твердженнi 4.1.4 доводиться, що централiзатор многочлена вiд

двох змiнних 𝑓 спiвпадає з однопородженою алгеброю k[ℎ] для довiльного поро-

джуючого для 𝑓 многочлена ℎ. У Твердженнi 4.1.5 показано, що централiзатори

елементiв у алгебрi Лi 𝑃2(k) є в точностi усiма її максимальними абелевими

пiдалгебрами.

Теорема 4.2.4 дає опис структури узагальнених власних просторiв внутрiшнiх

диференцiювань кiльця многочленiв вiд двох змiнних, тобто описує структуру

просторiв полiномiальних розв’язкiв 𝑔 диференцiальних рiвнянь 𝐷(𝑔) = 𝑎𝑔,

𝐷 = ad(𝑓), 𝑓, 𝑎 ∈ k[𝑥, 𝑦]. Доведено, що вiдмiннi вiд нуля власнi простори ди-

ференцiювання ad(𝑓), де 𝑓 многочлен вiд двох змiнних, є вiльними модулями

рангу 1 над централiзатором 𝐶𝑃2(k)(𝑓) многочлена 𝑓 .

У пiдроздiлi 4.3 розглядається випадок простої характеристики основного

поля k. Однiєю з важливих вiдмiнностей вiд випадку нульової характеристи-

ки є те, що алгебри типу 𝑃2(k) у простiй характеристицi мають нетривiальний
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центр. Так, центр алгебри 𝑃2(k) спiвпадає k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]. Бiльше того, 𝑃2(k) є вiльним

модулем рангу 𝑝2 над центром k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]. Вiдзначимо, що питання побудови

вiльних твiрних не розглядалося в дисертацiйнiй роботi у випадку характери-

стики 𝑝 > 2, i є дуже цiкавим, оскiльки наведенi теореми iснування дають

небагато iнформацiї про можливу побудову цих твiрних (у випадку характе-

ристики 𝑝 = 2 метод побудови твiрних не є складним i випливає з їх опису).

Теорема 4.3.8 є уточненням вiдомого твердження про те, що централiзатори

многочленiв 𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦] ∖ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝] є вiльними k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]−модулями, у нiй доведе-

но, що централiзатор 𝐶𝑃2(k)(𝑓) є вiльним k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]−модулем рангу 𝑝. Аналогiчно

до випадку характеристики нуль, множина максимальних абелевих пiдалгебр

у алгебрах 𝑃2(k) та ̃︁𝑃2(k) спiвпадає з множиною централiзаторiв елементiв 𝑓 ,

якi не мiстяться у центрi (Теорема 4.3.9).



Роздiл 5

Спецiальна афiнна алгебра Лi 𝑠𝑎2(k)

В цьому роздiлi вивчається алгебра Лi диференцiювань кiльця многочленiв вiд

двох змiнних з нульовою дивергенцiєю. Основнi питання, якi розглядаються –

це централiзатори елементiв та максимальнi абелевi пiдалгебри цiєї алгебри Лi.

Основна iдея дослiдження полягає в тому, щоб пiднятися в бiльшу алгебру Лi

𝑃2(k), знайти там всю необхiдну iнформацiю, використовуючи результати попе-

реднього роздiлу, а потiм знову опуститися в алгебру Лi диференцiювань. При

цьому навiть в характеристицi 0 виникає багато проблем, а в додатнiй характе-

ристицi в повному об’ємi ця програма взагалi не може бути виконана. Тому ре-

зультати цього роздiлу дуже вiдрiзняються за своєю повнотою опису – достатньо

повний опис централiзаторiв елементiв в характеристицi 0 i загальна характе-

ризацiя в простiй характеристицi. Основна причина тут - неможливiсть знайти

потенцiал для багатьох класiв диференцiювань в простiй характеристицi.

5.1 Спецiальна афiнна алгебра Лi 𝑠𝑎2(k) в характеристицi

нуль

Нагадаємо, що довiльне k−диференцiювання кiльця многочленiв k[𝑥, 𝑦] цiлком

визначається своїми значеннями на 𝑥 i 𝑦, тому довiльне диференцiювання
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k−алгебри k[𝑥, 𝑦] має вигляд

𝐷 = 𝑃
𝜕

𝜕𝑥
+𝑄

𝜕

𝜕𝑦

для деяких многочленiв 𝑃,𝑄 ∈ k[𝑥, 𝑦]. Ми розглядатимемо диференцiювання iз

нульовою дивергенцiєю, тобто такi диференцiювання 𝐷 = 𝑃 𝜕
𝜕𝑥 +𝑄 𝜕

𝜕𝑦 , для яких

div(𝐷) := 𝜕𝑃
𝜕𝑥 + 𝜕𝑄

𝜕𝑦 = 0. Диференцiювання такого виду утворюють пiдалгебру

Лi 𝑠𝑎2(k) у алгебрi Лi Der(k[𝑥, 𝑦]) усiх диференцiювань кiльця многочленiв вiд

двох змiнних.

Нагадаємо також наступну добре вiдому умову iснування потенцiалу.

Лема 5.1.1. Нехай 𝑄 та 𝑃 многочлени вiд двох змiнних. Тодi система рiвнянь⎧⎨⎩
𝜕𝜙
𝜕𝑥 = 𝑄,

𝜕𝜙
𝜕𝑦 = −𝑃

(5.1)

має розв’язки тодi i лише тодi, коли 𝜕𝑃
𝜕𝑥 + 𝜕𝑄

𝜕𝑦 = 0 (нагадаємо, що довiльний

розв’язок системи (5.1) називається потенцiалом для 1−форми 𝑄𝑑𝑥− 𝑃𝑑𝑦).

Доведення. Зрозумiло, що якщо розв’язок системи (5.1) iснує, то 𝜕𝑃
𝜕𝑥 + 𝜕𝑄

𝜕𝑦 =

− 𝜕2𝜙
𝜕𝑥𝜕𝑦 + 𝜕2𝜙

𝜕𝑦𝜕𝑥 = 0.

Нехай тепер виконується умова 𝜕𝑃
𝜕𝑥 + 𝜕𝑄

𝜕𝑦 = 0. Нехай �̃� первiсна для𝑄 вiдносно

змiнної 𝑥, тобто многочлен, для якого виконується 𝜕�̃�
𝜕𝑥 = 𝑄. Тодi

𝜕

𝜕𝑥

(︃
𝜕�̃�

𝜕𝑦
+ 𝑃

)︃
=

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
�̃�+

𝜕𝑃

𝜕𝑥
=
𝜕𝑄

𝜕𝑦
+
𝜕𝑃

𝜕𝑥
= 0,

що означає 𝜕�̃�
𝜕𝑦 + 𝑃 = 𝑏(𝑦) ∈ k[𝑦]. Нехай 𝑎(𝑦) ∈ k[𝑦] це первiсна для −𝑏(𝑦),

тобто має мiсце 𝑎′(𝑦) = −𝑏(𝑦). Покладiмо 𝜙 = �̃� + 𝑎. Тодi 𝜕𝜙
𝜕𝑥 = 𝜕�̃�

𝜕𝑥 = 𝑄 та
𝜕𝜙
𝜕𝑦 = 𝜕�̃�

𝜕𝑦 + 𝑎′(𝑦) = 𝜕�̃�
𝜕𝑦 − 𝑏(𝑦) = −𝑃 . Лему доведено.

В цьому пiдроздiлi ми даємо опис централiзаторiв елементiв i максимальних

абелевих пiдалгебр в алгебрi 𝑠𝑎2(k). Ключовим для цього є наступне просте

спостереження.
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Лема 5.1.2. Алгебра Лi 𝑠𝑎2(k) iзоморфна факторалгебрi алгебри 𝑃2(k) за

iдеалом 𝑍(𝑃2(k)) = k.

Доведення. Як вже згадувалося ранiше довiльний елемент 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑃2(k) ви-

значає внутрiшнє диференцiювання ad 𝑓 : 𝑃2(k) → 𝑃2(k), ad 𝑓(𝑔) = [𝑓, 𝑔] алге-

бри Лi 𝑃2(k). Лiнiйне вiдображення ad є гомомоморфiзмом алгебр Лi

ad : 𝑃2(k) → Der(k[𝑥, 𝑦]).

Ядром цього гомоморфiзму Алгебр Лi є центр 𝑍(𝑃2(k)) алгебри 𝑃2(k), що за

Лемою 4.1.3 спiвпадає з полем k, що розглядається як абелева пiдалгебра алге-

бри 𝑃2(k). Розглянемо довiльний многочлен 𝑓 ∈ 𝑃2(k). Iз означення дужки Лi

в алгебрi 𝑃2(k)

[𝑓, 𝑔] =
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑔

𝜕𝑦
− 𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑔

𝜕𝑥

випливає, що

ad 𝑓 = −𝜕𝑓
𝜕𝑦

· 𝜕
𝜕𝑥

+
𝜕𝑓

𝜕𝑥
· 𝜕
𝜕𝑦
.

Отже дивергенцiя внутрiшнього диференцiювання ad 𝑓 дорiвнює

div(ad 𝑓) =
𝜕

𝜕𝑥

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥

)︂
= − 𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
= 0.

Тому ad 𝑓 ∈ 𝑠𝑎2(k), отже образ вiдображення ad мiститься в 𝑠𝑎2(k): ad(𝑃2(k)) ⊆
𝑠𝑎2(k).

Покажемо, що образ ad насправдi спiвпадає з 𝑠𝑎2(k). Нехай 𝐷 = 𝑃 (𝑥, 𝑦) 𝜕
𝜕𝑥 +

𝑄(𝑥, 𝑦) 𝜕
𝜕𝑦 довiльний елемент алгебри 𝑠𝑎2(k), тобто 𝜕𝑃

𝜕𝑥 + 𝜕𝑄
𝜕𝑦 = 0. За Лемою 5.1.1

ця умова забезпечує iснування многочлена 𝜙(𝑥, 𝑦) (потенцiалу) такого, що

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 𝑄(𝑥, 𝑦),

𝜕𝜙

𝜕𝑦
= −𝑃 (𝑥, 𝑦).

Для 𝜙 ми отримуємо

[𝜙, 𝑥] = −𝜕𝜙
𝜕𝑦

= 𝑃 (𝑥, 𝑦), [𝜙, 𝑦] =
𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 𝑄(𝑥, 𝑦),
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iншими словами ad(𝜙) = 𝐷, що доводить сюр’єктивнiсть вiдображення ad :

𝑃2(k) → 𝑠𝑎2(k). Оскiльки, як було зазначено вище, ker ad = 𝑍(𝑃2(k)) = k,

отримуємо 𝑃2(k)/k ≃ 𝑠𝑎2(k). Лему доведено.

В наступнiй теоремi дано опис централiзаторiв елементiв в алгебрi 𝑠𝑎2(k).

Теорема 5.1.3. Нехай 𝐷 = 𝑃 (𝑥, 𝑦) 𝜕
𝜕𝑥 +𝑄(𝑥, 𝑦) 𝜕

𝜕𝑦 вiдмiнний вiд нуля елемент

алгебри Лi 𝑠𝑎2(k). Нехай 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ k[𝑥, 𝑦] такий многочлен, що 𝜕𝑓
𝜕𝑥 = 𝑄(𝑥, 𝑦),

𝜕𝑓
𝜕𝑦 = −𝑃 (𝑥, 𝑦) i нехай 𝑓 породжуючий многочлен многочлена 𝑓 . Тодi

1) якщо 𝑓(𝑥, 𝑦) не многочлен Якобi, то

𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) = k[𝑓 ]

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
;

2) якщо 𝑓(𝑥, 𝑦) многочлен Якобi i 𝑔(𝑥, 𝑦) такий многочлен, що det(𝐽(𝑓, 𝑔)) ∈
k*, то

𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) = k[𝑓 ] ad 𝑓 + k ad 𝑔 = k[𝑓 ]𝐷 + k
(︂
−𝜕𝑔
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
.

Доведення. За Твердженням 4.1.4 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑓 ]. Гомоморфiзм ad : 𝑃2(k) →
𝑠𝑎2(k) вiдображає многочлен 𝑓 у диференцiювання ad 𝑓 = −𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦 а мно-

гочлен 𝑓 у диференцiювання 𝐷. Нехай

𝐷1 = 𝑃1(𝑥, 𝑦)
𝜕

𝜕𝑥
+𝑄1(𝑥, 𝑦)

𝜕

𝜕𝑦

це довiльний вiдмiнний вiд нуля елемент, що належить до централiзатора

𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) диференцiювання 𝐷. За Лемою 5.1.2 iснує многочлен 𝑓1(𝑥, 𝑦), такий

що ad 𝑓1 = 𝐷1. Оскiльки 𝐷1 комутує з диференцiюванням 𝐷, маємо

0 = [𝐷,𝐷1] = [ad 𝑓, ad 𝑓1] = ad[𝑓, 𝑓1],

звiдки випливає, що [𝑓, 𝑓1] мiститься у ядрi гомоморфiзму ad, тобто у центрi

𝑍(𝑃2(k)) = k алгебри 𝑃2(k), що спiвпадає з полем k.
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1) Якщо 𝑓 не є многочленом Якобi, то тодi [𝑓, 𝑓1] = 0. Тому многочлен 𝑓1

належить до централiзатора 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑓 ] многочлену 𝑓 . Ми показали таким

чином, що прообраз централiзатора 𝐷 вiдносно гомоморфiзму ad : 𝑃2(k) →
𝑠𝑎2(k) спiвпадає з централiзатором многочлена 𝑓 :

ad−1(𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷)) = 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑓 ].

Використовуючи сюр’єктивнiсть гомоморфiзму ad отримуємо

𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) = ad(k[𝑓 ]) = k[𝑓 ]

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
,

що й доводить першу частину теореми.

2) Нехай тепер 𝑓 многочлен Якобi, тобто iснує многочлен 𝑔, такий що

[𝑓, 𝑔] = det(𝐽(𝑓, 𝑔)) = 𝑐 ∈ k*. Зауважимо, що за Лемою 3.1.5 многочлени Якобi

є замкненими многочленами, тому ми можемо припустити, що 𝑓 = 𝑓 . Оскiльки

[ad 𝑓, ad 𝑔] = ad[𝑓, 𝑔] = ad 𝑐 = 0, отримуємо ad 𝑔 ∈ 𝐶𝑠𝑎2(k)(ad 𝑓) = 𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷).

Покажемо, що

ad−1(𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷)) = {ℎ ∈ 𝑃2(k)| [𝑓, ℎ] ∈ k} = k[𝑓 ] + k𝑔.

Дiйсно, нехай многочлен ℎ мiститься в прообразi централiзатора диференцiю-

вання 𝐷. Це означає, що [𝐷, adℎ] = 0. Тодi з рiвностей

[𝐷, adℎ = [ad 𝑓, adℎ] = ad[𝑓, ℎ]

випливає, що [𝑓, ℎ] мiститься в ядрi ad, тобто належить полю k. Нехай [𝑓, ℎ] =

𝛼 ∈ k. Використовуючи [𝑓, 𝑔] = 𝑐 ̸= 0, отримуємо [𝑓, ℎ] = 𝛼𝑐−1𝑐 = 𝛼𝑐−1[𝑓, 𝑔],

тобто

[𝑓, ℎ− 𝛼𝑐−1𝑔] = 0.

Таким чином ℎ−𝛼𝑐−1𝑔 мiститься у централiзаторi многочлена 𝑓 , i ℎ мiститься

у 𝐶𝑃2(k)(𝑓) + k𝑔. З iншого боку, для довiльного многочлена ℎ iз 𝐶𝑃2(k)(𝑓) + k𝑔,
обертаючи iмплiкацiї у попередньому мiркуваннi, отримуємо [adℎ,𝐷] = 0. Ми
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довели, що прообраз централiзатора𝐷 спiвпадає iз 𝐶𝑃2(k)(𝑓)+k𝑔. Але, оскiльки,

як було згадано вище, з того, що 𝑓 є многочленом Якобi, випливає 𝑓 = 𝑓 , за

Твердженням 4.1.4 маємо 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑓 ], отже дiйсно

ad−1(𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷)) = k[𝑓 ] + k𝑔.

Тому, знову користуючись сюр’єктивнiстю гомоморфiзму

ad : 𝑃2(k) → 𝑠𝑎2(k),

отримуємо

𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) = ad(ad−1(𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷))) = ad(k[𝑓 ] + k𝑔) =

= k[𝑓 ] ad 𝑓 + k ad 𝑔 = k[𝑓 ]𝐷 + k
(︂
−𝜕𝑔
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
,

що й доводить теорему.

Зауваження 5.1.4. З Наслiдку 3.1.11 випливає, що у випадку алгебраїчно за-

мкненого поля многочлен 𝑓 у Теоремi 5.1.3 можна обрати незвiдним.

Зауваження 5.1.5. З опису централiзаторiв, наведеного в Теоремi 5.1.3

випливає, що централiзатор диференцiювання, що вiдповiдає неякобiєвому

многочлену, є абелевою пiдалгеброю, а централiзатор диференцiювання, що

вiдповiдає многочлену Якобi, є розв’язною алгеброю ступеня розв’язностi 2.

Доведення. Дiйсно, у першому випадку, коли многочлен 𝑓 не є многочленом

Якобi, централiзатор 𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) є образом абелевої пiдалгебри 𝐶𝑃2(k)(𝑓) = k[𝑓 ].

У випадку ж многочлена Якобi централiзатор є образом алгебри k[𝑓 ] + k𝑔. Iз

рiвностi

[Φ(𝑓) + 𝛼𝑔,Ψ(𝑓) + 𝛽𝑔] = Φ′(𝑓)[𝑓, 𝑔] + Ψ′(𝑓)[𝑔, 𝑓 ] = (Φ′(𝑓) − Ψ′(𝑓))𝑐,

де [𝑓, 𝑔] = 𝑐 ∈ k*, випливає, що [k[𝑓 ] + k𝑔,k[𝑓 ] + k𝑔] ⊆ k[𝑓 ], отже алгебра

k[𝑓 ] + k𝑔 є розв’язною алгеброю довжини 2. При переходi до гомоморфного
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образу пiд дiєю ad ступiнь розв’язностi цiєї алгебри Лi залишається, як неважко

переконатися, рiвною 2.

Приклад 5.1.6. Розглянемо диференцiювання з нульовою дивергенцiєю

𝐷 = −(2𝑥2𝑦 + 𝑥)
𝜕

𝜕𝑥
+ (2𝑥𝑦2 + 𝑦)

𝜕

𝜕𝑦
.

Це диференцiювання є образом многочлена 𝑓 = 𝑥2𝑦2 + 𝑥𝑦 пiд дiєю гомо-

морфiзму ad. Дiйсно, −𝜕𝑓
𝜕𝑦 = −(2𝑥2𝑦 + 𝑥) i 𝜕𝑓

𝜕𝑥 = 2𝑥𝑦2 + 𝑦, тому ad(𝑓) =

−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦 = 𝐷. Многочлен 𝑥𝑦 є породжуючим для 𝑓 (див. Приклад 4.1.6).

Крiм того 𝑥𝑦 не є многочленом Якобi (див. Приклад 3.1.7). Тому за Теоре-

мою 5.1.3 централiзатор диференцiювання 𝐷 спiвпадає з

k[𝑥𝑦] ad(𝑥𝑦) = k[𝑥𝑦]

(︂
−𝑥 𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕

𝜕𝑦

)︂
.

Приклад 5.1.7. Розглянемо диференцiювання з нульовою дивергенцiєю

𝐷 = −2𝑦
𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
.

Для многочлена 𝑓 = 𝑥 + 𝑦2 маємо ad 𝑓 = 𝐷, причому многочлен 𝑓 є мно-

гочленом Якобi: для 𝑔 = 𝑦 виконується [𝑓, 𝑔] = 1. Тому за Теоремою 5.1.3,

враховуючи, що ad 𝑦 = − 𝜕
𝜕𝑥 , централiзатор диференцiювання 𝐷 спiвпадає з

k[𝑥+ 𝑦2]𝐷 + k(− 𝜕

𝜕𝑥
) = k[𝑥+ 𝑦2]𝐷 + k

𝜕

𝜕𝑥
.

Як бачимо у доведеннi Теореми 5.1.3, пiдалгебри в 𝑃2(k) типу

k[𝑓 ] + k𝑔, [𝑓, 𝑔] ∈ k*

виникають природним чином при спробах дослiдити питання про комутування

двох диференцiювань з нульовою дивергенцiєю кiльця многочленiв k[𝑥, 𝑦]. Нам

знадобляться деякi властивостi таких пiдалгебр.
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Лема 5.1.8. Нехай 𝐿 = k[𝑓 ] + k𝑔 пiдалгебра алгебри Лi 𝑃2(k) з det(𝐽(𝑓, 𝑔)) =

𝑐 ∈ k*. Якщо 𝐴 нiльпотентна пiдалгебра алгебри 𝐿 класу нiльпотентностi

щонайбiльше 2, тодi або 𝐴 ⊆ k[𝑓 ], або 𝐴 мiститься у пiдалгебрi виду k+k𝑓+

k(𝑔 + 𝑝(𝑓)) для деякого многочлена 𝑝(𝑡) ∈ k[𝑡].

Доведення. Припустимо, що𝐴 не мiститься у k[𝑓 ]. Оскiльки розмiрнiсть вектор-

ного простору 𝐿/k[𝑓 ] дорiвнює 1, то k−пiдпростiр 𝐴∩ k[𝑓 ] має корозмiрнiсть 1

у 𝐴. Тому 𝐴 = (𝐴 ∩ k[𝑓 ]) + k(𝑔 + 𝑝(𝑓)) для деякого многочлена 𝑝(𝑡) ∈ k[𝑡]. З

огляду на те, що для довiльного многочлена 𝑞(𝑡) ∈ k[𝑡] має мiсце

[𝑞(𝑓), 𝑔 + 𝑝(𝑓)] = 𝑞′(𝑓)[𝑓, 𝑔] = 𝑞′(𝑓) · 𝑐,

i оскiльки клас нiльпотентностi 𝐴 не перевищує 2 за умовою леми, отримуємо,

що

[𝑞′(𝑓), 𝑔] = 𝑞′′(𝑓)[𝑓, 𝑔] = 𝑞′′(𝑓)𝑐 = 0,

отже пiдпростiр𝐴∩k[𝑓 ] не може мiстити многочленiв степеня> 1. Тому перетин

𝐴 ∩ k[𝑓 ] мiститься в пiдалгебрi k + k𝑓 , i тому 𝐴 ⊆ k + k𝑓 + k(𝑔 + 𝑝(𝑓)), що й

потрiбно було довести.

Теорема 5.1.9. Нехай 𝐴 максимальна абелева пiдалгебра алгебри Лi 𝑠𝑎2(k).

Тодi

1) якщо dim𝐴 = ∞, то

𝐴 = k[𝑓 ]

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
,

де 𝑓(𝑥, 𝑦) замкнений многочлен.

Навпаки, для довiльного замкненого многочлена 𝑓 , алгебра

k[𝑓 ]

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
є максимальною абелевою пiдалгеброю в 𝑠𝑎2(k);
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2) якщо dim𝐴 <∞ то

𝐴 = k𝐷1 + k𝐷2,

де 𝐷1 = −𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦 , i 𝐷2 = −𝜕𝑔

𝜕𝑦
𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑔

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦 для деякої пари многочленiв 𝑓 та

𝑔, таких що [𝑓, 𝑔] = det(𝐽(𝑓, 𝑔)) ∈ k*.
Навпаки, для довiльних многочленiв 𝑓, 𝑔 з умовою det(𝐽(𝑓, 𝑔)) ∈ k* пiдалгеб-

ра

k𝐷1 + k𝐷2,

де 𝐷1 i 𝐷2 визначенi як i вище, є максимальною абелевою пiдалгеброю в 𝑠𝑎2(k).

Доведення. Нехай 𝐷 довiльний вiдмiнний вiд нуля елемент алгебри Лi 𝐴. Тодi

𝐴 ⊆ 𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) i очевидно 𝐴 є максимальною абелевою пiдалгеброю у 𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷).

За Теоремою 5.1.3 або

𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) = k[𝑓 ]

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
,

або

𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) = k[𝑓 ]

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
+ k

(︂
−𝜕𝑔
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
.

У першому випадку 𝑓 є замкненим многочленом, у другому ж випадку много-

члени 𝑓 i 𝑔 задовольняють умову [𝑓, 𝑔] ∈ k*. У першому випадку 𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) є

абелевою пiдалгеброю. Тому, 𝐴 = 𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) = k[𝑓 ]
(︁
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦

)︁
.

Розглянемо другий випадок. Позначимо 𝐿 = ad−1(𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷)) прообраз цен-

тралiзатора елемента 𝐷 вiдносно вiдображення ad : 𝑃2(k) → 𝑠𝑎2(k). Тодi

пiдалгебра ad−1(𝐴) в 𝑃2(k) є також пiдалгеброю алгебри 𝐿. Легко бачити, що

𝐿 = k[𝑓 ]+k𝑔. Оскiльки ker ad = 𝑍(𝑃2(k)) = k, маємо, що ad−1(𝐴) нiльпотентна

пiдалгебра у алгебрi 𝐿 класу нiльпотентностi 6 2. За Лемою 5.1.8 має мiсце або

ad−1(𝐴) ⊆ k[𝑓 ], або ad−1(𝐴) ⊆ k+ k𝑓 + k(𝑔+ 𝑝(𝑓)) для деякого многочлена вiд

однiєї змiнної 𝑝(𝑡) ∈ k[𝑡].
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З включення ad−1(𝐴) ⊆ k[𝑓 ] випливає 𝐴 ⊆ ad(k[𝑓 ]). Оскiльки алгебра

ad(k[𝑓 ]) абелева i 𝐴 є максимальною абелевою пiдалгеброю в алгебрi 𝑠𝑎2(k),

отримуємо, що 𝐴 = k[𝑓 ]
(︁
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦

)︁
.

Нехай тепер ad−1(𝐴) ⊆ k+k𝑓 +k(𝑔+ 𝑝(𝑓)). Застосовуючи вiдображення ad,

отримуємо включення

𝐴 ⊆ ad(k + k𝑓 + k(𝑔 + 𝑝(𝑓))) = k𝐷1 + k𝐷2,

де 𝐷1 = ad 𝑓 i 𝐷2 = ad(𝑔 + 𝑝(𝑓)). Пiдалгебра k𝐷1 + k𝐷2 є абелевою i тому,

оскiльки 𝐴 максимальна абелева пiдалгебра, 𝐴 = k𝐷1 + k𝐷2. Перепозначаючи

𝑔 + 𝑝(𝑓) за допомогою 𝑔, маємо 𝐷1 = ad 𝑓,𝐷2 = ad 𝑔. Ми довели необхiднiсть

умов з обох частин теореми.

Нехай 𝑓 замкнений многочлен. Ми покажемо, що k[𝑓 ]
(︁
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦

)︁
є ма-

ксимальною абелевою пiдалгеброю в 𝑠𝑎2(k). Зрозумiло, що, оскiльки 𝑓 замкне-

ний, за Твердженням 4.1.5 k[𝑓 ] є максимальною абелевою пiдалгеброю в 𝑃2(k).

Очевидно, що

ad(k[𝑓 ]) = k[𝑓 ]

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
абелева пiдалгебра в 𝑠𝑎2(k). Припустiмо, що ad(k[𝑓 ]) не є максимальною абе-

левою пiдалгеброю. Тодi вона є власною пiдалгеброю у деякiй максимальнiй

абелевiй пiдалгебрi 𝐵 алгебри 𝑠𝑎2(k). Оскiльки dim𝐵 = ∞, як було показано

вище, iснує замкнений многочлен 𝑔, такий що

𝐵 = k[𝑔]

(︂
−𝜕𝑔
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
.

Звiдси легко отримується, що k[𝑓 ] є власною пiдалгеброю у ad−1(𝐵) = k[𝑔]. Це

неможливо за Лемою 3.1.1, оскiльки k[𝑓 ] максимальна пiдалгебра у множинi

пiдалгебр алгебри 𝑃2(k) вигляду k[ℎ]. Це доводить, що k[𝑓 ]
(︁
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦

)︁
максимальна абелева пiдалгебра у 𝑠𝑎2(k).

Нехай тепер 𝑓 i 𝑔 два многочлени iз k[𝑥, 𝑦], такi що [𝑓, 𝑔] ∈ k*. Тодi дифе-

ренцiювання 𝐷1 = ad 𝑓 i 𝐷2 = ad 𝑔 комутують. Отже 𝐴 = k𝐷1+k𝐷2 є абелевою
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двовимiрною пiдалгеброю в 𝑠𝑎2(k). Припустимо, що 𝐴 не максимальна абеле-

ва пiдалгебра алгебри 𝑠𝑎2(k). Тодi 𝐴 мiститься у деякiй максимальнiй абелевiй

пiдалгебрi 𝐵 алгебри 𝑠𝑎2(k). Якщо dim𝐵 = ∞, за доведеним вище,

𝐵 = k[ℎ]

(︂
−𝜕ℎ
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕ℎ

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
для деякого замкненого многочлена ℎ. Тодi ad−1(𝐵) = k[ℎ] абелева пiдалгебра

в 𝑃2(k), що мiстить неабелеву пiдалгебру k + k𝑓 + k𝑔. Це неможливо, i тому

dim𝐵 < ∞. Отже, за доведеним вище, dim𝐵 = 2. Звiдси випливає 𝐴 = 𝐵

, що суперечить нашому припущенню. Отримане протирiччя доводить, що 𝐴

максимальна абелева пiдалгебра в 𝑠𝑎2(k). Достатнiсть умов з обох тверджень

Теореми доведено.

Якщо поле k алгебраїчно замкнене, то за Теоремою 3.1.10 замкненi много-

члени можна замiнити на незвiднi. Отримуємо наступний наслiдок.

Наслiдок 5.1.10. Нехай поле k алгебраїчно замкнене, тодi

1) нескiнченновимiрними максимальними абелевими пiдалгебрами в 𝑠𝑎2(k)

є в точностi пiдалгебри виду

𝐴 = k[𝑓 ] ad 𝑓 = k[𝑓 ]

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
,

де 𝑓(𝑥, 𝑦) незвiдний многочлен;

2) скiнченновимiрними максимальними абелевими пiдалгебрами у алгебрi

Лi 𝑠𝑎2(k) є в точностi пiдалгебри виду

𝐴 = k𝐷1 + k𝐷2,

де 𝐷1 = ad(𝑓) = −𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦 , 𝐷2 = ad 𝑔 = −𝜕𝑔

𝜕𝑦
𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑔

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦 i многочлени 𝑓 та 𝑔

є незвiдними та утворюють Якобiєву пару, тобто [𝑓, 𝑔] = det(𝐽(𝑓, 𝑔)) ∈ k*.

Приклад 5.1.11. Розглянемо Якобiєву пару многочленiв 𝑓 = 𝑥 + 𝑦2, 𝑔 = 𝑦 з

Прикладу 5.1.7.
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Цi многочлени є замкненими як многочлени Якобi. Тодi алгебри

k[𝑓 ] ad 𝑓 = k[𝑥+ 𝑦2]

(︂
−2𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦

)︂
та

k[𝑔] ad 𝑔 = k[𝑦]
𝜕

𝜕𝑥

є прикладами нескiнченновимiрних максимальних абелевих пiдалгебр у 𝑠𝑎2(k),

а алгебра

k
(︂
−2𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦

)︂
+ k

𝜕

𝜕𝑥

є прикладом скiнченновимiрної максимальної абелевої пiдалгебри у 𝑠𝑎2(k).

Розглянемо пiдалгебру Лi 𝐿 алгебри усiх диференцiювань Der(k[𝑥, 𝑦]) кiльця

многочленiв вiд двох змiнних, що складається з диференцiювань зi сталою ди-

вергенцiєю, тобто

𝐿 = {𝐷 ∈ Der(k[𝑥, 𝑦] | div𝐷 ∈ k)}.

Тодi 𝐿 мiстить у собi 𝑠𝑎2(k). Оскiльки для довiльного диференцiювання 𝐷 ∈
Der(k[𝑥, 𝑦]) з div𝐷 = 1 i для довiльного 𝐷1 ∈ Der(k[𝑥, 𝑦]) з div𝐷1 = 𝑎 ∈ k має

мiсце div(𝑎𝐷−𝐷1) = 0, то 𝐿 = k𝐷+𝑠𝑎2(k) для довiльного диференцiювання 𝐷

з div𝐷 = 1 (або для 𝐷 з div𝐷 ∈ k*). Тому 𝑠𝑎2(k) є пiдалгеброю корозмiрностi 1

у 𝐿. Наступне твердження дає опис централiзаторiв елементiв з 𝑠𝑎2(k) у алгебрi

𝐿.

Твердження 5.1.12. Нехай 𝐷 ∈ 𝑠𝑎2(k) i нехай 𝐿 алгебра диференцiювань

кiльця k[𝑥, 𝑦] зi сталою дивергенцiєю. Якщо iснує диференцiювання 𝐷1 ∈ 𝐿 ∖
𝑠𝑎2(k), таке що [𝐷,𝐷1] = 0, тодi

𝐶𝐿(𝐷) = k𝐷1 + 𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷).

В iншому ж випадку

𝐶𝐿(𝐷) = 𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷).
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Доведення. Припустимо, що iснує диференцiювання 𝐷1 ∈ 𝐿, div𝐷1 ̸= 0, таке

що [𝐷,𝐷1] = 0. Оскiльки елементи з 𝐿 мають загальний вигляд 𝑎𝐷1 + 𝐷2, де

𝑎 ∈ k i 𝐷2 ∈ 𝑠𝑎2(k), ми отримуємо, що [𝐷, 𝑎𝐷1 + 𝐷2] = 0 тодi i лише тодi,

коли [𝐷,𝐷2] = 0, тобто тодi i лише тодi,коли 𝐷2 ∈ 𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷). В цьому випадку

𝐶𝐿(𝐷) = k𝐷1 + 𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷).

Якщо ж елементiв зi сталою вiдмiнною вiд нуля дивергенцiєю, що комутують

з 𝐷 не iснує, тодi 𝐶𝐿(𝐷) ⊆ 𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷), а значить i 𝐶𝐿(𝐷) = 𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷).

Лема 5.1.13. Нехай 𝐷 = ad 𝑓 ∈ 𝑠𝑎2(k), нехай 𝜆 ∈ k*. Нехай

𝑉𝜆(𝐷) ={𝐷1 ∈ 𝑠𝑎2(k)| [𝐷,𝐷1] = 𝜆𝐷1} та

𝑉𝜆(𝑓) ={𝑔 ∈ 𝑃2(k)| [𝑓, 𝑔] = 𝜆𝑔}

власнi простори, що вiдповiдають власному числу 𝜆 у 𝑠𝑎2(k) та 𝑃2(k)

вiдповiдно. Тодi 𝑉𝜆(𝐷) = ad(𝑉𝜆(𝑓)).

Доведення. Зауважимо, що включення 𝑉𝜆(𝐷) ⊇ ad(𝑉𝜆(𝑓)) є очевидним. Дове-

демо включення 𝑉𝜆(𝐷) ⊆ ad(𝑉𝜆(𝑓)). Дiйсно, нехай 𝐷1 = ad 𝑔 ∈ 𝑠𝑎2(k). Тодi

𝐷1 ∈ 𝑉𝜆(𝐷) за означенням тодi i лише тодi, коли [𝐷,𝐷1] = 𝜆𝐷1. Оскiльки

𝐷 = ad 𝑓 i 𝐷1 = ad 𝑔, останнє є еквiвалентним до [ad 𝑓, ad 𝑔] = 𝜆 ad 𝑔 або

ad([𝑓, 𝑔]) = ad(𝜆𝑔). Зрештою, використовуючи, що ker ad = k, маємо умову

належностi 𝐷1 до власного простору 𝑉𝜆(𝐷):

[𝑓, 𝑔] = 𝜆𝑔 + 𝜇, 𝜇 ∈ k.

Але, оскiльки 𝜆 ̸= 0, останнє записується як [𝑓, 𝑔 + 𝜆−1𝜇] = [𝑓, 𝑔] = 𝜆𝑔 + 𝜇 =

𝜆(𝑔+𝜆−1𝜇). Отже𝐷1 мiститься у 𝑉𝜆(𝐷) тодi i лише тодi, коли 𝑔+𝜆−1𝜇 належить

простору 𝑉𝜆(𝑓) для деяких 𝜆, 𝜇 ∈ k. Оскiльки 𝐷1 = ad 𝑔 = ad(𝑔 + 𝜆−1𝜇),

отримуємо необхiдне твердження.

Лема 5.1.13 разом з Теоремою 4.2.4 може бути застосована до обчислення

власних просторiв диференцiювань 𝑉𝜆(𝐷), 𝐷 ∈ 𝑠𝑎2(k), 𝜆 ∈ k*.
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Зауважимо, що в загальному випадку задача знаходження пiдпросторiв уза-

гальнених власних векторiв для диференцiювань алгебри Лi 𝑃2(k) є дуже важ-

кою: в роботi Ю.Стейна [60] сформульовано проблему опису многочленiв 𝑓(𝑥, 𝑦)

над полем характеристики 0, для яких iснують многочлени 𝑔(𝑥, 𝑦) такi, що

[𝑓, 𝑔] = 𝑔. Зауважимо, що це фактично означає, що потрiбно описати неабе-

левi пiдалгебри розмiрностi 2 в алгебрi Лi 𝑠𝑎2(k). При цьому опис двовимiрних

абелевих пiдалгебр алгебри 𝑠𝑎2(k) дає теорема 5.1.9.
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5.2 Алгебри Лi ̃︁𝑠𝑎2(k) та 𝑠𝑎pow
2 (k).

Iдея опису централiзаторiв, описана для 𝑠𝑎2(k) у попередньому пiдроздiлi, не

працює повною мiрою для алгебри ̃︁𝑠𝑎2(k) (нагадаємо, що це алгебра Лi всiх

диференцiювань поля рацiональних функцiй вiд двох змiнних над полем k з

нульовою дивергенцiєю). Причина полягає у тому, що образ гомоморфiзму ad :̃︁𝑃2(k) → Der(k(𝑥, 𝑦)) лише мiститься у ̃︁𝑠𝑎2(k), але, взагалi кажучи, не спiвпадає

з цiєю алгеброю. Це пояснюється тим, що потенцiал для диференцiювання з

рацiональними коефiцiєнтами не зобов’язаний бути рацiональною функцiєю.

Наприклад, для диференцiювання з нульовою дивергенцiєю 𝐷 = −1
𝑦
𝜕
𝜕𝑥 не iснує

рацiональної функцiї 𝜙 з ad𝜙 = 𝐷, бо тодi б ми мали 𝜕𝜙
𝜕𝑦 = 1

𝑦 , що неможливо.

Найбiльше, що ми можемо зробити, це обмежитися образом гомоморфiзму

ad i описати централiзатори i максимальнi пiдалгебри для цiєї достатньо великої

пiдалгебри в ̃︁𝑠𝑎2(k).

Очевидно, справедливе наступне твердження, доведення якого повторює до-

ведення леми 5.1.2.

Лема 5.2.1. Алгебра Лi ad(̃︁𝑃2(k)) iзоморфна факторалгебрi алгебри ̃︁𝑃2(k) за

її центром 𝑍(̃︁𝑃2(k)) = k.

Мають мiсце наступнi результати, що є аналогами Теорем 5.1.3 i 5.1.9. Ми

наводимо схему доведення, оскiльки в наступному твердженнi мова йде про

централiзатори елементiв не у всiй алгебрi Лi ̃︁𝑠𝑎2(k), а лише в її пiдалгебрi

ad(̃︁𝑃2(k)).

Твердження 5.2.2. Нехай 𝐷 = 𝑃 (𝑥, 𝑦) 𝜕
𝜕𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦) 𝜕

𝜕𝑦 вiдмiнний вiд нуля еле-

мент алгебри Лi ad(̃︁𝑃2(k)). Нехай 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ k(𝑥, 𝑦) потенцiал, тобто така

рацiональна функцiя, що 𝜕𝑓
𝜕𝑥 = 𝑄(𝑥, 𝑦) та 𝜕𝑓

𝜕𝑦 = −𝑃 (𝑥, 𝑦). Нехай 𝑓 породжуюча

рацiональна функцiя для 𝑓 . Тодi
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1) якщо 𝑓(𝑥, 𝑦) не є рацiональною функцiєю Якобi, то

𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷) = k(𝑓) ·

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
;

2) якщо 𝑓(𝑥, 𝑦) Якобiєва рацiональна функцiя i 𝑔(𝑥, 𝑦) рацiональна функцiя,

така що [𝑓, 𝑔] ∈ k*, то

𝐶𝑠𝑎2(k)(𝐷) = k(𝑓) ·
(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
+ k ·

(︂
−𝜕𝑔
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
.

Доведення. Iдея, як i у випадку многочленiв, полягає у наступному. Для ди-

ференцiювання 𝐷 ∈ Im ad, використовуючи опис централiзаторiв елементiв у̃︁𝑃2(k), ми дамо опис прообразу ad−1(𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷)) централiзатора 𝐶

ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷)

вiдносно ad : ̃︁𝑃2(k) → ad(̃︁𝑃2(k)) i скористаємося тим, що

𝐶̃︁𝑃2(k)(𝐷) = ad(ad−1(𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷))).

Нагадаємо, що 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑓) (див. роздiл 4, Твердження 4.1.10). Пiд дiєю

гомоморфiзму ad : 𝑃2(k) → ad(̃︁𝑃2(k)) рацiональна функцiя 𝑓 вiдображається у

диференцiювання ad 𝑓 = −𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦 . Нехай

𝐷1 = 𝑃1(𝑥, 𝑦)
𝜕

𝜕𝑥
+𝑄1(𝑥, 𝑦)

𝜕

𝜕𝑦

довiльний елемент з 𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷). За Лемою 5.2.1 iснує така рацiональна фун-

кцiя 𝑓1(𝑥, 𝑦), що ad 𝑓1 = 𝐷1. Оскiльки ker ad = k, то [𝑓, 𝑓1] мiститься у k.

1) Якщо 𝑓 не Якобiєва рацiональна функцiя, то маємо [𝑓, 𝑓1] = 0. Тому 𝑓1

мiститься у 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑓), i отже ad−1(𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷)) = k(𝑓). Iз сюр’єктивностi

ad : ̃︁𝑃2(k)(k) → ad(̃︁𝑃2(k)) маємо

𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷) = ad(k(𝑓)) = k(𝑓) ·

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
.

2) Нехай тепер 𝑓 рацiональна функцiя Якобi, i нехай 𝑔 така рацiональна

функцiя, що [𝑓, 𝑔] = 𝑐 ∈ k*.
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Як i в доведеннi Теореми 5.1.3 доводиться

ad−1(𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷)) = {ℎ ∈ k(𝑥, 𝑦)| [ℎ, 𝑓 ] ∈ k} = 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) + k𝑔 = k(𝑓) + k𝑔,

тому

𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷) = ad(ad−1(𝐶

ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷))) = ad(k(𝑓) + k𝑔) =

k(𝑓) ·
(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
+ k ·

(︂
−𝜕𝑔
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
,

що й доводить необхiдне твердження.

Наступна лема є аналогом леми 5.1.8, i тому ми не наводимо її доведення.

Лема 5.2.3. Нехай 𝐿 = k(𝑓) + k𝑔 пiдалгебра алгебри Лi ̃︁𝑃2(k) з [𝑓, 𝑔] =

det(𝐽(𝑓, 𝑔)) = 𝑐 ∈ k*. Якщо 𝐴 нiльпотентна пiдалгебра алгебри 𝐿 класу

нiльпотентностi щонайбiльше 2, тодi або 𝐴 ⊆ k(𝑓), або 𝐴 мiститься у

пiдалгебрi k + k𝑓 + k(𝑔 + 𝑝(𝑓)) для деякого 𝑝(𝑡) ∈ k(𝑡).

Опис максимальних абелевих пiдалгебр в алгебрi Лi ad(̃︁𝑃2(k)) вказано в

наступному твердженнi, доведення якого значною мiрою повторює доведення

теореми 5.1.9. Ми наводимо це доведення для повноти викладу, з врахуван-

ням того, що є деяка специфiка для диференцiювань з рацiональними, а не

полiномiальними коефiцiєнтами.

Твердження 5.2.4. Нехай 𝐴 максимальна абелева пiдалгебра алгебри Лi

ad(̃︁𝑃2(k)). Тодi

1) якщо dim𝐴 = ∞, то

𝐴 = k(𝑓) ·
(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
,

де 𝑓(𝑥, 𝑦) замкнена рацiональна функцiя в k(𝑥, 𝑦).

Навпаки, для довiльної замкненої рацiональною функцiї 𝑓 , пiдалгебра

k(𝑓) ·
(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
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є максимальною абелевою пiдалгеброю в ad(̃︁𝑃2(k));

2) якщо dim𝐴 <∞, то

𝐴 = k𝐷1 + k𝐷2,

де 𝐷1 = −𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦 i 𝐷2 = −𝜕𝑔

𝜕𝑦
𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑔

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦 для деяких рацiональних функцiй

𝑓, 𝑔 ∈ k(𝑥, 𝑦), таких що det(𝐽(𝑓, 𝑔)) ∈ k*.
Навпаки, для довiльних 𝑓, 𝑔 таких, що det(𝐽(𝑓, 𝑔)) ∈ k*, пiдалгебра

k𝐷1 + k𝐷2,

де 𝐷1 i 𝐷2 визначенi як вказано вище, є максимальною абелевою пiдалгеброю

в ad(̃︁𝑃2(k)).

Доведення. Нехай 𝐷 довiльний вiдмiнний вiд нуля елемент з 𝐴. Тодi алгебра

𝐴 мiститься у централiзаторi 𝐶
ad(̃︁𝑃2(k)))(𝐷), отже 𝐴 є максимальною абелевою

пiдалгеброю алгебри 𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷). За Твердженням 5.2.2 або

𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷) = k(𝑓) ·

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
,

або

𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷) = k(𝑓) ·

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
+ k ·

(︂
−𝜕𝑔
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
.

У першому випадку 𝑓 замкнена рацiональна функцiя у k(𝑥, 𝑦), у другому

випадку 𝑓 i 𝑔 задовольняють умову [𝑓, 𝑔] = det(𝐽(𝑓, 𝑔)) ∈ k*. В першому випад-

ку 𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷) є абелевою пiдалгеброю у ad(̃︁𝑃2(k)). Тому, 𝐴 = 𝐶

ad(̃︁𝑃2(k)))(𝐷) =

k(𝑓) ·
(︁
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦

)︁
.

Розглянемо другий випадок. Позначимо для зручностi

𝐿 = ad−1(𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷)).

Тодi ad−1(𝐴) пiдалгебра в 𝐿. Легко бачити, що 𝐿 = k(𝑓)+k𝑔. Оскiльки ker ad =

𝑍(̃︁𝑃2(k))) = k, робимо висновок, що ad−1(𝐴) нiльпотентна пiдалгебра класу
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нiльпотентностi щонайбiльше 2. За Лемою 5.2.3 виконується або ad−1(𝐴) ⊆
k(𝑓), або ad−1(𝐴) ⊆ k+k𝑓+k(𝑔+𝑝(𝑓)) для деякою рацiональною функцiї 𝑝(𝑡) ∈
k(𝑡). Iз включення ad−1(𝐴) ⊆ k(𝑓) випливає, що 𝐴 ⊆ k(𝑓) ·

(︁
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦

)︁
.

Оскiльки 𝐴 максимальна абелева пiдалгебра у ad(̃︁𝑃2(k)), то ми одержуємо 𝐴 =

k(𝑓) ·
(︁
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦

)︁
.

Нехай тепер ad−1(𝐴) ⊆ k + k𝑓 + k(𝑔 + 𝑝(𝑓)). Застосовуючи вiдображення

ad отримуємо включення 𝐴 ⊆ ad(k + k𝑓 + k(𝑔 + 𝑝(𝑓))) = k𝐷1 + k𝐷2, де 𝐷1 =

ad 𝑓,𝐷2 = ad(𝑔 + 𝑝(𝑓)). Пiдалгебра k𝐷1 + k𝐷2 абелева, i тому 𝐴 = k𝐷1 +

k𝐷2. Перепозначаючи 𝑔 + 𝑝(𝑓) як 𝑔, маємо 𝐷1 = ad 𝑓,𝐷2 = ad 𝑔. Ми довели

необхiднiсть обох умов твердження.

Нехай 𝑓 замкнена рацiональна функцiя. Як i для многочленiв можна пока-

зати, що пiдалгебра

k(𝑓) ·
(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

)︂
є максимальною абелевою пiдалгеброю у алгебрi Лi ad(̃︁𝑃2(k)). Нехай тепер 𝑓 i

𝑔 такi рацiональнi функцiї у k(𝑥, 𝑦), що det(𝐽(𝑓, 𝑔)) ∈ k*. Тодi 𝐷1 = ad 𝑓 i 𝐷2 =

ad 𝑔 комутують. Отже 𝐴 = k𝐷1 + k𝐷2 абелева двовимiрна пiдалгебра у алгебрi

Лi ad(̃︁𝑃2(k)). Як i у випадку многочленiв можна довести, що 𝐴 максимальна

абелева пiдалгебра. Достатнiсть обох умов твердження встановлено.

У попередньому пiдроздiлi було вказано, що неможливо дати повний опис

централiзаторiв елементiв в алгебрi Лi ̃︁𝑠𝑎2(k) диференцiювань iз нульовою

дивергенцiєю з коефiцiєнтами у полi рацiональних функцiй використовуючи

iдеї з пiдроздiлу, присвяченого диференцiюванням кiлець многочленiв вiд двох

змiнних. Це зумовлено несюр’єктивнiстю гомоморфiзму ad. Якщо ж розгля-

нути коефiцiєнти з кiльця формальних степеневих рядiв, то сюр’єктивнiсть

вiдображення ad зберiгається i доведення з випадку диференцiювань кiльця

многочленiв вiд двох змiнних можуть бути модифiкованi для цього випадку.

Як i у випадку полiномiальних коефiцiєнтiв маємо наступну лему.
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Лема 5.2.5. Алгебра Лi 𝑠𝑎pow
2 (k) iзоморфна факторалгебрi алгебри k[[𝑥, 𝑦]] по

пiдалгебрi 𝑍(k[[𝑥, 𝑦]]) = k.

Доведення. Розглянемо гомоморфiзм алгебр Лi ad : k[[𝑥, 𝑦]] → 𝑠𝑎pow
2 (k). Його

ядром є центр алгебри k[[𝑥, 𝑦]], що за Лемою 4.2.7 спiвпадає iз полем k. Далi, як

i у випадку полiномiальних коефiцiєнтiв, доводиться, що образ гомоморфiзму

ad спiвпадає з алгеброю 𝑠𝑎pow
2 (k).

Дивергенцiя довiльного внутрiшнього диференцiювання дорiвнює нулю:

div(ad 𝑓) =
𝜕

𝜕𝑥

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝑦

)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥

)︂
= − 𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
= 0.

Отже образ гомоморфiзму ad мiститься в алгебрi 𝑠𝑎pow
2 (k).

Покажiмо, що образ ad насправдi спiвпадає з 𝑠𝑎pow
2 (k). Нехай𝐷 = 𝑃 (𝑥, 𝑦) 𝜕

𝜕𝑥+

𝑄(𝑥, 𝑦) 𝜕
𝜕𝑦 довiльний елемент алгебри 𝑠𝑎pow

2 (k), тобто 𝜕𝑃
𝜕𝑥 + 𝜕𝑄

𝜕𝑦 = 0. Оскiльки для

рядiв має мiсце аналог Леми 5.1.1, ця умова забезпечує iснування ряду 𝜙(𝑥, 𝑦)

(потенцiалу) такого, що

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 𝑄(𝑥, 𝑦),

𝜕𝜙

𝜕𝑦
= −𝑃 (𝑥, 𝑦).

Для 𝜙 ми отримуємо

[𝜙, 𝑥] = −𝜕𝜙
𝜕𝑦

= 𝑃 (𝑥, 𝑦), [𝜙, 𝑦] =
𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 𝑄(𝑥, 𝑦),

iншими словами ad(𝜙) = 𝐷, що доводить сюр’єктивнiсть вiдображення ad :

k[[𝑥, 𝑦]] → 𝑠𝑎pow
2 (k). Оскiльки, як було зазначено вище, ker ad = 𝑍(k[[𝑥, 𝑦]]) = k,

отримуємо k[[𝑥, 𝑦]]/k ≃ 𝑠𝑎pow
2 (k). Лему доведено.

Доведення наступної теореми є аналогiчним доведенню леми з попереднього

роздiлу i тому ми наведемо його лише схематично. Зауважимо лише, що на-

справдi ми використовували результати Плоскi, якi є аналогом теореми з роботи

Новiцкi i Нагати про пiдкiльце констант диференцiювання кiльця многочленiв

вiд двох змiнних.
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Теорема 5.2.6. Нехай 𝐷 = 𝑃 (𝑥, 𝑦) 𝜕
𝜕𝑥 +𝑄(𝑥, 𝑦) 𝜕

𝜕𝑦 вiдмiнний вiд нуля елемент

алгебри Лi 𝑠𝑎pow
2 (k). Нехай 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ k[[𝑥, 𝑦]] такий ряд, що 𝐷 = ad 𝑓 i нехай 𝑓

породжуючий ряд для 𝑓 . Тодi

1) якщо 𝑓(𝑥, 𝑦) не ряд Якобi, то

𝐶𝑠𝑎pow2 (k)(𝐷) = k[[𝑓 ]] ad(𝑓);

2) якщо 𝑓(𝑥, 𝑦) ряд Якобi i 𝑔(𝑥, 𝑦) такий ряд, що det(𝐽(𝑓, 𝑔)) ∈ k*, то

𝐶𝑠𝑎pow2 (k)(𝐷) = k[[𝑓 ]] ad(𝑓) + k ad(𝑔).

Доведення. Оскiльки за Лемою 5.2.5 вiдображення ad : k[[𝑥, 𝑦]] → 𝑠𝑎pow
2 (k)

сюр’єктивне, ми отримуємо

𝐶𝑠𝑎pow
2 (k)(𝐷) = 𝐶𝑠𝑎pow

2 (k)(ad 𝑓) = ad ad−1(𝐶𝑠𝑎pow
2 (k)(ad 𝑓)).

Також маємо

ad−1(𝐶𝑠𝑎pow
2 (k)(ad 𝑓)) = {ℎ| [𝑓, ℎ] ∈ k}.

Якщо 𝑓 не є рядом Якобi, тодi ad−1(𝐶𝑠𝑎pow
2 (k)(ad 𝑓)) = 𝐶(𝑓) = k[[𝑓 ]]. Тому,

𝐶𝑠𝑎pow
2 (k)(𝐷) = ad(k[[𝑓 ]]) = k[[𝑓 ]] ad(𝑓), що й доводить 1).

Якщо ж iснує такий ряд 𝑔, що [𝑓, 𝑔] = 𝑐 ∈ k*, тодi за Лемою 4.2.9 можемо

вважати, що 𝑓 = 𝑓 . легко бачити, що

ad−1(𝐶𝑠𝑎pow
2 (k)(ad 𝑓)) = {ℎ| [𝑓, ℎ] ∈ k} = 𝐶(𝑓) + k𝑔 = k[[𝑓 ]] + k𝑔.

Тому 𝐶𝑠𝑎pow
2 (k)(𝐷) = ad(k[[𝑓 ]] +k𝑔) = k[[𝑓 ]] ad(𝑓) +k ad(𝑔), що й доводить другу

частину теореми. Теорему доведено.

Доведення наступної леми є аналогiчним доведенню леми з попереднього

роздiлу i тому ми не наводимо його.

Лема 5.2.7. Нехай 𝐿 = k[[𝑓 ]] + k𝑔 пiдалгебра алгебри Лi k[[𝑥, 𝑦]] з [𝑓, 𝑔] =

𝑐 ∈ k*. Якщо 𝐴 нiльпотентна пiдалгебра в 𝐿 i клас нiльпотентностi 𝐴 не

перевищує 2, то або 𝐴 ⊆ k[[𝑓 ]] або 𝐴 мiститься в пiдалгебрi k+k𝑓+k(𝑔+𝑝(𝑓))

для деякого 𝑝(𝑡) ∈ k[[𝑡]].
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Теорема 5.2.8. Нехай 𝐴 максимальна абелева пiдалгебра в 𝑠𝑎pow
2 (k). Тодi

1) якщо dim𝐴 = ∞, то 𝐴 = k[[𝑓 ]] ad(𝑓), де 𝑓(𝑥, 𝑦) максимальний ряд.

Навпаки, для довiльного максимального ряду 𝑓 , пiдалгебра k[[𝑓 ]] ad(𝑓) є ма-

ксимальною абелевою пiдалгеброю в 𝑠𝑎pow
2 (k);

2) якщо dim𝐴 < ∞, то 𝐴 = k𝐷1 + k𝐷2, де 𝐷1 = ad(𝑓), 𝐷2 = ad(𝑔) для

деяких 𝑓 та 𝑔, таких що det(𝐽(𝑓, 𝑔)) ∈ k*. Навпаки, для довiльних 𝑓 i 𝑔,

таких що [𝑓, 𝑔] ∈ k*, пiдалгебра k𝐷1 + k𝐷2, де 𝐷1 i 𝐷2 визначенi як вище, є

максимальною абелевою пiдалгеброю алгебри 𝑠𝑎pow
2 (k).

Доведення. Доведення даної теореми повнiстю повторює доведення Теоре-

ми 5.1.9, якщо в останнiй замiнити многочлени на формальнi степеневi ряди.

При доведеннi ми суттєво використовуємо результати роботи Плоскi про цен-

тралiзатори елементiв в алгебрi Лi
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5.3 Спецiальна афiнна алгебра Лi 𝑠𝑎2(k) в характеристицi

𝑝 > 0

Лема 5.3.1. Нехай 𝐷 = 𝑃 𝜕
𝜕𝑥 + 𝑄 𝜕

𝜕𝑦 ∈ Der(k[𝑥, 𝑦]). Тодi потенцiал для 𝐷,

тобто 𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦] такий, що 𝐷 = ad 𝑓 , iснує тодi i лише тодi, коли div𝐷 = 0,

𝑃 не мiстить мономiв типу 𝑥𝑖𝑦𝑗𝑝−1 i 𝑄 не мiстить мономiв типу 𝑥𝑖𝑝−1𝑦𝑗.

Доведення. Необхiднiсть. Якщо 𝐷 = ad 𝑓 , то 𝑃 = −𝜕𝑓
𝜕𝑦 i 𝑄 = 𝜕𝑓

𝜕𝑥 . Оскiльки
𝜕𝑥𝑝𝑖𝑦𝑗

𝜕𝑥 = 𝜕𝑥𝑖𝑦𝑝𝑗

𝜕𝑦 = 0, звiдси випливає, що 𝑃 i 𝑄 не мiстять мономiв типу 𝑥𝑖𝑦𝑗𝑝−1 i

𝑥𝑖𝑝−1𝑦𝑗 вiдповiдно. Також маємо div𝐷 = 𝑃𝑥 +𝑄𝑦 = −𝑓𝑦𝑥 + 𝑓𝑥𝑦 = 0.

Доведемо тепер достатнiсть. Припустiмо, що div𝐷 = 0 i многочлени 𝑃 та

𝑄 не мiстять мономiв типу 𝑥𝑖𝑦𝑗𝑝−1 i 𝑥𝑖𝑝−1𝑦𝑗 вiдповiдно. Оскiльки 𝑃 не мiстить

мономiв 𝑥𝑖𝑦𝑗𝑝−1, iснує многочлен 𝜙 ∈ k[𝑥, 𝑦], такий що 𝜙𝑦 = −𝑃 . Тому 𝑃𝑥 =

−𝜙𝑥𝑦 = −𝑄𝑦, (𝜙𝑥 − 𝑄)𝑦 = 0, i ми отримуємо 𝜙𝑥 − 𝑄 = 𝜉, де 𝜉 ∈ k[𝑥, 𝑦𝑝].

Оскiльки 𝜙𝑥 i 𝑄 не мiстять мономiв 𝑥𝑖𝑝−1𝑦𝑗, то 𝜉 також не мiстить мономiв

цього типу. Тому iснує 𝜓 ∈ k[𝑥, 𝑦𝑝] з 𝜓𝑥 = 𝜉. Для 𝑓 = 𝜙 − 𝜓 одержуємо 𝑓𝑥 =

𝜙𝑥 − 𝜓𝑥 = 𝜙𝑥 − 𝜉 = 𝑄 i 𝑓𝑦 = 𝜙𝑦 − 𝜓𝑦 = 𝜙𝑦 = −𝑃 , тобто ad 𝑓 = 𝐷, що доводить

необхiдне твердження.

Лема 5.3.2. Нехай 𝐷 = 𝑃 𝜕
𝜕𝑥+𝑄 𝜕

𝜕𝑦 ∈ 𝑠𝑎2(k). Тодi 𝑃 не мiстить мономiв типу

𝑥𝑖𝑦𝑗𝑝−1, де 𝑖 ̸= 0 по модулю 𝑝, i 𝑄 не мiстить мономiв типу 𝑥𝑖𝑝−1𝑦𝑗, де 𝑗 ̸= 0

по модулю 𝑝.

Доведення. Запишемо 𝑃 i 𝑄 як многочлени вiд змiнних 𝑥, 𝑦 з коефiцiєнтами,

якi в свою чергу є многочленами вiд 𝑥𝑝, 𝑦𝑝.

𝑃 =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑎𝑖,𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑗, 𝑄 =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑏𝑖,𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑗, 𝑎𝑖,𝑗, 𝑏𝑖,𝑗 ∈ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝].
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Тодi, як неважко переконатися, мають мiсце рiвностi

𝑃𝑥 +𝑄𝑦 =

𝑝−1∑︁
𝑖=1

𝑝−1∑︁
𝑗=0

𝑎𝑖,𝑗𝑖𝑥
𝑖−1𝑦𝑗 −

𝑝−1∑︁
𝑖=0

𝑝−1∑︁
𝑗=1

𝑗𝑏𝑖,𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑗−1 =

𝑝−2∑︁
𝑖=0

𝑝−2∑︁
𝑗=0

((1 + 𝑖)𝑎𝑖+1,𝑗 + (𝑗 + 1)𝑏𝑖,𝑗+1)𝑥
𝑖𝑦𝑗+

𝑝−2∑︁
𝑖=0

(𝑖+ 1)𝑎𝑖+1,𝑝−1𝑥
𝑖𝑦𝑝−1 +

𝑝−2∑︁
𝑗=0

(𝑗 + 1)𝑏𝑝−1,𝑗+1𝑥
𝑝−1𝑦𝑗 = 0.

Зокрема ми отримуємо 𝑎𝑖+1,𝑝−1 = 0 i 𝑏𝑝−1,𝑗+1 для 𝑖, 𝑗 = 0, 𝑝− 2, що доводить

Лему.

Ми розглядаємо гомоморфiзм алгебр Лi ad : 𝑃2(k) → 𝑠𝑎2(k) i пiдалгебру

ad(𝑃2(k)) алгебри 𝑠𝑎2(k). Дане вiдображення коректно визначене, бо ad 𝑓 =
𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦 i тому div ad 𝑓 = 𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦 + 𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦 = 0.

На вiдмiну вiд випадку нульової характеристики, цей гомоморфiзм не сюр’-

єктивний. Але образ ad залишається все ж достатньо великим.

Твердження 5.3.3.

𝑠𝑎2(k) = ad(𝑃2(k)) + k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
+ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
.

Доведення. Очевидно права частина записаного у формулюваннi спiввiдношен-

ня мiститься в 𝑠𝑎2(k). Вiзьмемо довiльне диференцiювання 𝐷 = 𝑃 𝜕
𝜕𝑥 + 𝑄 𝜕

𝜕𝑦 ∈
𝑠𝑎2(k). Тодi, враховуючи попередню лему, отримаємо

𝑃 = 𝑃 + 𝑎𝑦𝑝−1, 𝑄 = �̃�+ 𝑏𝑥𝑝−1, 𝑎, 𝑏 ∈ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝],

де многочлени 𝑃 i �̃� не мiстять мономiв 𝑥𝑖𝑦𝑗𝑝−1 i 𝑥𝑖𝑝−1𝑦𝑗 вiдповiдно. За Ле-

мою 5.3.1 диференцiювання вигляду �̃� = 𝑃 𝜕
𝜕𝑥 + �̃� 𝜕

𝜕𝑦 лежить у пiдалгебрi

ad(𝑃2(k)). Тому, як неважко переконатися, має мiсце рiвнiсть

𝑠𝑎2(k) ⊆ ad(𝑃2(k)) + k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
+ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
.
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Вкажемо тепер загальну характеризацiю пiдалгебр ad(𝑃2(k)) i ad(̃︁𝑃2(k))

вiдповiдно алгебр Лi 𝑠𝑎2(k) та ̃︁𝑠𝑎2(k).

Твердження 5.3.4.

ad(𝑃2(k)) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑖+𝑗>0

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝛿𝑖,𝑗, ad(̃︁𝑃2(k)) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑖+𝑗>0

k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)𝛿𝑖,𝑗

де 𝛿𝑖,𝑗 := −𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗−1 𝜕
𝜕𝑥 + 𝑖𝑥𝑖−1𝑦𝑗 𝜕𝜕𝑦 = ad(𝑥𝑖𝑦𝑗).

Доведення. Ми використовуємо Лему 4.3.5:

ad(𝑃2(k)) = ad(

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑥𝑖𝑦𝑗) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝] ad(𝑥𝑖𝑦𝑗) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑖+𝑗>0

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝛿𝑖,𝑗

ad(̃︁𝑃2(k)) = ad(

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)𝑥𝑖𝑦𝑗) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ad(𝑥𝑖𝑦𝑗) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑖+𝑗>0

k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)𝛿𝑖,𝑗.

Лема 5.3.5. ̃︁𝑠𝑎2(k) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗ 𝑠𝑎2(k).

Доведення. Зрозумiло, що права частина мiститься в ̃︁𝑠𝑎2(k). Нехай 𝐷 = 𝑃 𝜕
𝜕𝑥 +

𝑄 𝜕
𝜕𝑦 елемент з ̃︁𝑠𝑎2(k). Нехай 𝑑 добуток знаменникiв рацiональних функцiй 𝑃

i 𝑄. Тодi 𝑑𝑝𝐷 належить Der(k[𝑥, 𝑦]) i має нульову дивергенцiю, бо div(𝑑𝑝𝐷) =
𝜕
𝜕𝑥(𝑑𝑝𝑃 ) + 𝜕

𝜕𝑦(𝑑
𝑝𝑄) = 𝑑𝑝(𝜕𝑃𝜕𝑥 + 𝜕𝑄

𝜕𝑦 ) = 𝑑𝑝div𝐷 = 0. Отже 𝐷 належить k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗
𝑠𝑎2(k).

Комбiнуючи Лему 5.3.5 з Твердженнями 5.3.3 та 5.3.4 , ми отримуємо насту-

пне:



101

Твердження 5.3.6.

𝑠𝑎2(k) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑖+𝑗>0

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝛿𝑖,𝑗 + k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
+ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
,

̃︁𝑠𝑎2(k) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑖+𝑗>0

k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)𝛿𝑖,𝑗 + k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
+ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
.

Лема 5.3.7. 1) 𝛿𝑘𝑝+𝑖,𝑙𝑝+𝑗 = 𝑥𝑘𝑝𝑦𝑙𝑝𝛿𝑖,𝑗;

2) [𝛿𝑖,𝑗, 𝛿𝑘𝑙] = (𝑖𝑙 − 𝑗𝑘)𝛿𝑘+𝑖−1,𝑙+𝑗−1;

3) [𝑦𝑝−1 𝜕
𝜕𝑥 , 𝛿𝑖,𝑗] = 𝑖𝛿𝑖−1,𝑗+𝑝−1, [𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦 , 𝛿𝑖,𝑗] = 𝑗𝛿𝑖+𝑝−1,𝑗−1.

Доведення. 1) Легко обчислюється

𝛿𝑘𝑝+𝑖,𝑙𝑝+𝑗 = − (𝑙𝑝+ 𝑗)𝑥𝑘𝑝+𝑖𝑦𝑙𝑝+𝑗−1 𝜕

𝜕𝑥
+ (𝑘𝑝+ 𝑖)𝑥𝑘𝑝+𝑖−1𝑦𝑙𝑝+𝑗

𝜕

𝜕𝑦
=

− 𝑗𝑥𝑘𝑝+𝑖𝑦𝑙𝑝+𝑗−1 𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑖𝑥𝑘𝑝+𝑖−1𝑦𝑙𝑝+𝑗

𝜕

𝜕𝑦
=

𝑥𝑘𝑝𝑦𝑙𝑝(−𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗−1 𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑖𝑥𝑖−1𝑦𝑗

𝜕

𝜕𝑦
) = 𝑥𝑘𝑝𝑦𝑙𝑝𝛿𝑖,𝑗.

2) Випливає з обчислень

[𝛿𝑖,𝑗, 𝛿𝑘,𝑙] =[ad(𝑥𝑖𝑦𝑗), ad(𝑥𝑘𝑦𝑙)] = ad([𝑥𝑖𝑦𝑗, 𝑥𝑘𝑦𝑙]) =

ad(𝑖𝑙𝑥𝑖−1𝑦𝑗𝑥𝑘𝑦𝑙−1 − 𝑗𝑘𝑥𝑖𝑦𝑗−1𝑥𝑘−1𝑦𝑙) =

ad((𝑖𝑙 − 𝑗𝑘)𝑥𝑖+𝑘−1𝑦𝑗+𝑙−1) = (𝑖𝑙 − 𝑗𝑘)𝛿𝑖+𝑘−1,𝑗+𝑙−1.

3) Випливає з

[𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
, 𝛿𝑖,𝑗] = [𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
,−𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗−1 𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑖𝑥𝑖−1𝑦𝑗

𝜕

𝜕𝑦
] =

−𝑦𝑝−1𝑗𝑖𝑥𝑖−1𝑦𝑗−1 𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑦𝑝−1𝑖(𝑖− 1)𝑥𝑖−2𝑦𝑗

𝜕

𝜕𝑦
− 𝑖𝑥𝑖−1𝑦𝑗(𝑝− 1)𝑦𝑝−2 𝜕

𝜕𝑥
=

−𝑖(𝑗 + 𝑝− 1)𝑥𝑖−1𝑦𝑗+𝑝−2 𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑖(𝑖− 1)𝑥𝑖−2𝑦𝑗+𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
= 𝑖𝛿𝑖−1,𝑗+𝑝−1
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i

[𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
, 𝛿𝑖,𝑗] = [𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
,−𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗−1 𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑖𝑥𝑖−1𝑦𝑗

𝜕

𝜕𝑦
] =

−𝑥𝑝−1𝑗(𝑗 − 1)𝑥𝑖𝑦𝑗−2 𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗−1(𝑝− 1)𝑥𝑝−2 𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑥𝑝−1𝑖𝑗𝑥𝑖−1𝑦𝑗−1 𝜕

𝜕𝑦
=

−𝑗(𝑗 − 1)𝑥𝑖+𝑝−1𝑦𝑗−2 𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑗(𝑖+ 𝑝− 1)𝑥𝑖+𝑝−2𝑦𝑗−1 𝜕

𝜕𝑦
= 𝑗𝛿𝑖+𝑝−1,𝑗−1.

Твердження 5.3.8. 1) ad(𝑃2(k)) = [𝑠𝑎2(k), 𝑠𝑎2(k)].

2) ad(̃︁𝑃2(k)) = [̃︁𝑠𝑎2(k), ̃︁𝑠𝑎2(k)].

Доведення. 1) Оскiльки [𝑥𝑖 𝜕𝜕𝑦 , 𝑦
𝑗 𝜕
𝜕𝑥 ] = −𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗−1 𝜕

𝜕𝑥 + 𝑖𝑥𝑖−1𝑦𝑗 𝜕𝜕𝑦 = −𝛿𝑖,𝑗, ми отри-

муємо включення ad(𝑃2(k)) ⊆ [𝑠𝑎2(k), 𝑠𝑎2(k)].

Для того, щоб довести iнше включення [𝑠𝑎2(k), 𝑠𝑎2(k)] ⊆ ad(𝑃2(k)), доста-

тньо показати, що мають мiсце включення [𝑦𝑝−1 𝜕
𝜕𝑥 , ad(𝑃2(k))] ⊆ ad(𝑃2(k)) та

[𝑥𝑝−1 𝜕
𝜕𝑦 , ad(𝑃2(k))] ⊆ ad(𝑃2(k)). Але за лемою вище ми маємо

[𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
, 𝛿𝑖,𝑗] = 𝑖𝛿𝑖−1,𝑗+𝑝−1 and [𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
, 𝛿𝑖,𝑗] = 𝑗𝛿𝑖+𝑝−1,𝑗−1.

Оскiльки за тiєю ж лемою 𝛿𝑘,𝑙 ∈ ad(𝑃2(k)) для усiх 𝑘 i 𝑙, ми отримуємо

[𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
, ad(𝑃2(k))] ⊆ ad(𝑃2(k)), [𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
, ad(𝑃2(k))] ⊆ ad(𝑃2(k)).

2) Оскiльки ̃︁𝑃2(k) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗ 𝑃2(k) та ̃︁𝑠𝑎2(k) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ⊗ 𝑠𝑎2(k), то твер-

дження 2) випливає з 1).

Зокрема, Твердження 5.3.8 означає, що, на вiдмiну вiд випадку нульової ха-

рактеристики, у простiй характеристицi алгебри 𝑠𝑎2(k) та ̃︁𝑠𝑎2(k) не є простими.

Порахуймо похiдний ряд та нижнiй центральний ряд алгебри Лi 𝑠𝑎2(k).
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Твердження 5.3.9. Похiдний ряд алгебри Лi 𝑠𝑎2(k) має вигляд

𝑠𝑎2(k)(1) = ad(𝑃2(k)) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑖+𝑗>0

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝛿𝑖,𝑗,

𝑠𝑎2(k)(2) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

0<𝑖+𝑗<2𝑝−2

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝛿𝑖,𝑗,

𝑠𝑎2(k)(𝑛) = 𝑠𝑎2(k)(2), 𝑛 > 2, якщо 𝑝 > 2,

𝑠𝑎2(k)(𝑛) = 0, 𝑛 > 2, якщо 𝑝 = 2.

Зокрема, у характеристицi 2 алгебра Лi 𝑠𝑎2(k) є розв’язною ступеня розв’я-

зностi 3.

Доведення. Ми вже знаємо iз Твердження 5.3.8, що 𝑠𝑎2(k)(1) = ad(𝑃2(k)). Тому

𝑠𝑎2(k)(2) = [ad(𝑃2(k)), ad(𝑃2(k))].

Зауважмо, що 𝛿𝑝−1,𝑝−1 не мiститься в [ad(𝑃2(k)), ad(𝑃2(k))]. Дiйсно, при-

пустiмо протилежне. Тодi для деяких iндексiв 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 6 𝑝− 1 маємо

[𝛿𝑖,𝑗, 𝛿𝑘,𝑙] = (𝑖𝑙 − 𝑗𝑘)𝛿𝑘+𝑖−1,𝑙+𝑗−1,

де 𝑘 + 𝑖− 1 = 𝑝− 1 + 𝑎𝑝 та 𝑙 + 𝑗 − 1 = 𝑝− 1 + 𝑏𝑝. Це означає, що 𝛿𝑘+𝑖−1,𝑙+𝑗−1 є

множником 𝛿𝑝−1,𝑝−1. Тодi маємо 𝑘 = 𝑝+𝑎𝑝− 𝑖 та 𝑙 = 𝑝+ 𝑏𝑝− 𝑗, звiдки випливає,

що (𝑖𝑙 − 𝑗𝑘) = (−𝑖𝑗 + 𝑗𝑖) = 0, i тому [𝛿𝑖,𝑗, 𝛿𝑘,𝑙] = 0.

З iншого боку iз спiввiдношень

[𝛿1,0, 𝛿𝑘,𝑙] = 𝑙𝛿𝑘,𝑙−1, [𝛿0,1, 𝛿𝑘,𝑙] = −𝑘𝛿𝑘−1,𝑙

випливає, що 𝛿𝑘,𝑙 мiститься у комутаторi [ad(𝑃2(k)), ad(𝑃2(k))] для усiх (𝑘, 𝑙),

0 6 𝑘, 𝑙 6 𝑝− 1, (𝑘, 𝑙) ̸= (0, 0), (𝑘, 𝑙) ̸= (𝑝− 1, 𝑝− 1). Тому

𝑠𝑎2(k)(2) = [ad(𝑃2(k)), ad(𝑃2(k))] =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

0<𝑖+𝑗<2𝑝−2

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝛿𝑖,𝑗.
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Якщо 𝑝 > 2, то 𝛿0,1, 𝛿1,0 i 𝛿1,1 належать 𝑠𝑎2(k)(2). Використовуючи спiввiдно-

шення

[𝛿1,0, 𝛿𝑘,𝑙] = 𝑙𝛿𝑘,𝑙−1, [𝛿0,1, 𝛿𝑘,𝑙] = −𝑘𝛿𝑘−1,𝑙, [𝛿1,1, 𝛿𝑘,𝑙] = (𝑙 − 𝑘)𝛿𝑘,𝑙,

ми отримуємо, що [𝑠𝑎2(k)(2), 𝑠𝑎2(k)(2)] = 𝑠𝑎2(k)(2) а отже й 𝑠𝑎2(k)(𝑛) = 𝑠𝑎2(k)(2)

для 𝑛 > 2.

Якщо 𝑝 = 2 то 𝑠𝑎2(k)(2) = k[𝑥2, 𝑦2] 𝜕𝜕𝑥 + k[𝑥2, 𝑦2] 𝜕𝜕𝑦 абелева. Тому в цьому

випадку 𝑠𝑎2(k)(𝑛) = 0 для 𝑛 > 2.

Твердження 5.3.10. Нижнiй центральний ряд алгебри Лi 𝑠𝑎2(k) має вигляд

𝑠𝑎2(k)1 = ad(𝑃2(k)) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑖+𝑗>0

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝛿𝑖,𝑗,

𝑠𝑎2(k)𝑛 = 𝑠𝑎2(k)2 = 𝑠𝑎2(k)(2) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

0<𝑖+𝑗<2𝑝−2

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝛿𝑖,𝑗, 𝑛 > 2.

Доведення. Ми вже довели, що 𝑠𝑎2(k)1 = ad(𝑃2(k)). Тому

𝑠𝑎2(k)2 =[𝑠𝑎2(k), 𝑠𝑎2(k)1] = [𝑠𝑎2(k), ad(𝑃2(k))] =

[k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
+ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
+ ad(𝑃2(k)), 𝑃2(k)] =

[k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
, ad(𝑃2(k))] + [k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
, ad(𝑃2(k))]+

[ad(𝑃2(k)), ad(𝑃2(k))] =

[𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
, ad(𝑃2(k))] + [𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
, ad(𝑃2(k))] + 𝑠𝑎2(k)(2).

Оскiльки

[𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
, 𝛿𝑖,𝑗] = 𝑖𝛿𝑖−1,𝑗+𝑝−1 =

⎧⎨⎩𝑖𝛿𝑖−1,𝑝−1, 𝑗 = 0

𝑖𝑦𝑝𝛿𝑖−1,𝑗−1, 𝑗 ̸= 0
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та

[𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
, 𝛿𝑖,𝑗] = 𝑗𝛿𝑖+𝑝−1,𝑗−1 =

⎧⎨⎩𝑗𝛿𝑝−1,𝑗−1, 𝑖 = 0

𝑗𝑥𝑝𝛿𝑖−1,𝑗−1, 𝑗 ̸= 0,

отримуємо, що комутатори [𝑦𝑝−1 𝜕
𝜕𝑥 , ad(𝑃2(k))] та [𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦 , ad(𝑃2(k))] мають ну-

льовий перетин iз k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝛿𝑝−1,𝑝−1. Тому мають мiсце включення

[𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
, ad(𝑃2(k))] ⊆ 𝑠𝑎2(k)(2) та [𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
, ad(𝑃2(k))] ⊆ 𝑠𝑎2(k)(2),

що й доводить рiвнiсть 𝑠𝑎2(k)2 = 𝑠𝑎2(k)(2).

Якщо 𝑝 > 2, то 𝑠𝑎2(k)2 ⊇ 𝑠𝑎2(k)3 ⊇ 𝑠𝑎2(k)(3) = 𝑠𝑎2(k)(2) = 𝑠𝑎2(k)2, i тому

𝑠𝑎2(k)3 = 𝑠𝑎2(k)2.

Якщо 𝑝 = 2, то 𝑠𝑎2(k)2 = k[𝑥2, 𝑦2] 𝜕𝜕𝑥 + k[𝑥2, 𝑦2] 𝜕𝜕𝑦 . Оскiльки для довiльних

𝑎, 𝑏 ∈ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝] має мiсце рiвнiсть

[𝛿1,1, 𝑎
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑏

𝜕

𝜕𝑦
] = [𝑥

𝜕

𝜕𝑥
− 𝑦

𝜕

𝜕𝑦
, 𝑎

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑏

𝜕

𝜕𝑦
] = 𝑎

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑏

𝜕

𝜕𝑦
,

ми отримуємо рiвнiсть 𝑠𝑎2(k)3 = [𝑠𝑎2(k), 𝑠𝑎2(k)2] = 𝑠𝑎2(k)2.

Зауваження 5.3.11. Оскiльки похiдний i нижнiй центральний ряд алгебри

Лi ̃︁𝑠𝑎2(k) отримуються за допомогою тензорного множення вiдповiдних рядiв

алгебри 𝑠𝑎2(k) iз асоцiативною алгеброю k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝), достатньо провести обра-

хунки лише для алгебри 𝑠𝑎2(k).

Твердження 5.3.12. Нехай

𝐴 = ad(𝑃2(k)), 𝐵 =

𝑝−1∑︁
𝑗=0

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑦𝑗
𝜕

𝜕𝑥
, 𝐶 =

𝑝−1∑︁
𝑖=0

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝑥𝑖
𝜕

𝜕𝑦
.

Тодi 𝐴, 𝐵 i 𝐶 є пiдалгебрами в 𝑠𝑎2(k), до того ж 𝑠𝑎2(k) = 𝐴 + 𝐵 + 𝐶. Крiм

того, 𝐵 i 𝐶 є абелевими пiдалгебрами i виконується [𝐵,𝐶] = 𝐴, [𝐴,𝐵] ⊆ 𝐴 i

[𝐴,𝐶] ⊆ 𝐴.
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Доведення. Очевидно 𝐴, 𝐵 i 𝐶 є пiдалгебрами в 𝑠𝑎2(k). Бiльш того, 𝐵 i 𝐶

абелевi пiдалгебри. З Твердження 5.3.8 випливає [𝐵,𝐶] ⊆ 𝐴, [𝐴,𝐵] ⊆ 𝐴 i

[𝐴,𝐶] ⊆ 𝐴. Оскiльки [𝑥𝑖 𝜕𝜕𝑦 , 𝑦
𝑗 𝜕
𝜕𝑥 ] = −𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗−1 𝜕

𝜕𝑥 + 𝑖𝑥𝑖−1𝑦𝑗 𝜕𝜕𝑦 = −𝛿𝑖,𝑗, отримує-

мо [𝐵,𝐶] = 𝐴.

Опис централiзаторiв елементiв в ad(̃︁𝑃2(k)) дає наступне

Твердження 5.3.13. Нехай 𝐷 ∈ ad(̃︁𝑃2(k)), нехай 𝑓 ∈ k(𝑥, 𝑦) така рацiональ-

на, що 𝐷 = ad 𝑓 . Тодi

1) якщо 𝑓 не є рацiональною функцiєю Якобi, то

𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷) = ad(𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓)) = ad(k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓));

2) якщо ж 𝑓 рацiональна функцiя Якобi, тобто якщо iснує iнша рацiональ-

на функцiя 𝑔 ∈ k(𝑥, 𝑦) така, що [𝑓, 𝑔] = 1, то

𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷) = ad(𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓)) + k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ad(𝑔) =

= ad(k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓)) + k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ad(𝑔);

Доведення. Нехай 𝐷1 = ad(𝑓1) довiльне диференцiювання з образу гомо-

морфiзму ad, що комутує з 𝐷. Це означає, що [𝐷,𝐷1] = [ad 𝑓, ad 𝑓1] =

ad([𝑓, 𝑓1]) = 0. Отже, оскiльки за Лемою 4.3.1 ядро (центр алгебри ̃︁𝑃2(k)) го-

моморфiзму ad спiвпадає з k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝), то 𝐷1 комутує з 𝐷 тодi i лише тодi, коли

[𝑓, 𝑓1] = 𝑐 ∈ k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝). Припустимо 𝑐 ̸= 0. Тодi [𝑓, 𝑓1𝑐
−1] = 1.

Отже якщо 𝑓 не є функцiєю Якобi, то 𝑐 = 0, тобто𝐷1 комутує з𝐷 тодi i лише

тодi, коли 𝑓1 мiститься у централiзаторi 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓), що за Лемою 4.3.6 дорiвнює

k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓). Ми показали, що

ad−1(𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷)) = 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) = k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓).

Тому 𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷) = ad(ad−1(𝐶

ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷))) = ad(𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓)) = ad(k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓)).

Нехай тепер 𝑓 рацiональна функцiя Якобi, тобто iснує така рацiональна

функцiя 𝑔, що [𝑓, 𝑔] = 1. Тодi [𝑓, 𝑓1] = 𝑐 = 𝑐[𝑓, 𝑔] = [𝑓, 𝑐𝑔] еквiвалентно до
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[𝑓, 𝑓1 − 𝑐𝑔] = 0, тобто до 𝑓1 − 𝑐𝑔 ∈ 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓). Ми отримали, що 𝐷1 комутує з 𝐷

тодi i лише тодi, коли 𝑓1 мiститься у 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) + k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)𝑔. Отже

ad−1(𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷)) = 𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓) + k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝)𝑔,

i тому

𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷) = ad(ad−1(𝐶

ad(̃︁𝑃2(k))(𝐷))) =

ad(𝐶̃︁𝑃2(k)(𝑓)) + k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ad(𝑔) =

ad(k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝, 𝑓)) + k(𝑥𝑝, 𝑦𝑝) ad(𝑔),

що й доводить другу частину твердження.

Зауваження 5.3.14. Оскiльки 𝑠𝑎2(k) є пiдалгеброю в ̃︁𝑠𝑎2(k), до для дифе-

ренцiювання 𝐷 ∈ ad(𝑃2(k)), 𝐷 = ad 𝑓 , 𝑓 ∈ 𝑃2(k), його централiзатор в

ad(𝑃2(k)) є перетином його централiзатора в ad(̃︁𝑃2(k)) з ad(𝑃2(k)):

𝐶ad(𝑃2(k))(𝐷) = 𝐶
ad(̃︁𝑃2(k))(𝑓) ∩ 𝑠𝑎2(k).

Приклад 5.3.15. Нехай 𝑓 ∈ k[𝑥, 𝑦]. Припустимо, що 𝑓 не є рацiональною фун-

кцiєю Якобi. Тодi, повторюючи доведення першої частини попереднього твер-

дження, у випадку алгебри ad(𝑃2(k)) отримаємо 𝐶ad(𝑃2(k))(𝐷) = ad(𝐶𝑃2(k)(𝑓)).

Як i в випадку характеристики нуль, маємо наступний результат.

Лема 5.3.16. Нехай 𝐷 = ad 𝑓 ∈ 𝑠𝑎2(k), нехай 𝜆 ∈ k*. Нехай

𝑉𝜆(𝐷) ={𝐷1 ∈ 𝑠𝑎2(k)| [𝐷,𝐷1] = 𝜆𝐷1} та

𝑉𝜆(𝑓) ={𝑔 ∈ 𝑃2(k)| [𝑓, 𝑔] = 𝜆𝑔}

власнi простори, що вiдповiдають власному числу 𝜆 у 𝑠𝑎2(k) та 𝑃2(k)

вiдповiдно. Тодi 𝑉𝜆(𝐷) = ad(𝑉𝜆(𝑓)).
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Доведення. Доведення аналогiчне до доведення Леми 5.1.13. Оскiльки має мiсце

[𝑠𝑎2(k), 𝑠𝑎2(k)] = ad(𝑃2(k)), то з [𝐷,𝐷1] = 𝜆𝐷1, 𝜆 ̸= 0, випливає 𝐷1 = ad(𝑔)

для деякого 𝑔 ∈ 𝑃2(k). Отримуємо умову належностi 𝐷1 до власного простору

𝑉𝜆(𝐷):

[𝑓, 𝑔] = 𝜆𝑔 + 𝜇, 𝜇 ∈ k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝] = 𝑍(𝑠𝑎2(k)).

Як i в доведеннi Леми 5.1.13, звiдси випливає необхiдне твердження.

Цiлком аналогiчно до Твердження 5.3.6 можна довести, що

𝑠𝑎pow
2 (k) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑖+𝑗>0

k[[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]]𝛿𝑖,𝑗 + k[[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]]𝑦𝑝−1 𝜕

𝜕𝑥
+ k[[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]]𝑥𝑝−1 𝜕

𝜕𝑦
.

Також, аналогiчно до Леми 5.3.5, маємо представлення 𝑠𝑎pow
2 (k) = k[[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]] ⊗

𝑠𝑎2(k). Тому результати, що стосуються похiдного та нижнього центрального

ряду, мають мiсце i для алгебр Лi k[[𝑥, 𝑦]].

Твердження 5.3.17.

𝑠𝑎pow
2 (k)(1) = ad(𝑃2(k)) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑖+𝑗>0

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝛿𝑖,𝑗,

𝑠𝑎pow
2 (k)(2) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

0<𝑖+𝑗<2𝑝−2

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝛿𝑖,𝑗,

𝑠𝑎pow
2 (k)(𝑛) = 𝑠𝑎pow

2 (k)(2), 𝑛 > 2, якщо 𝑝 > 2,

𝑠𝑎pow
2 (k)(𝑛) = 0, 𝑛 > 2, якщо 𝑝 = 2.

Твердження 5.3.18.

𝑠𝑎pow
2 (k)1 = ad(𝑃2(k)) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑖+𝑗>0

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝛿𝑖,𝑗,

𝑠𝑎pow
2 (k)𝑛 = 𝑠𝑎2(k)2 = 𝑠𝑎pow

2 (k)(2) =

𝑝−1∑︁
𝑖,𝑗=0

0<𝑖+𝑗<2𝑝−2

k[𝑥𝑝, 𝑦𝑝]𝛿𝑖,𝑗, 𝑛 > 2.
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Висновки до роздiлу 5

Цей роздiл присвячено дослiдженню структури алгебри Лi 𝑠𝑎2(k) та алгебр,

що подiбнi до неї, тобто алгебр Лi ̃︁𝑠𝑎2(k) та 𝑠𝑎pow
2 (k). Основнi результату цього

роздiлу опублiковано в статтях [48] та [30].

У пiдроздiлi 5.1 розглянуто випадок характеристики нуль. Для опису цен-

тралiзаторiв елементiв та максимальних абелевих пiдалгебр цiєї алгебри Лi сут-

тєво використовуються результати попереднiх роздiлiв про будову i властивостi

замкнених многочленiв, а також про будову централiзаторiв елементiв i ма-

ксимальних абелевих пiдалгебр в алгебрi Лi 𝑃2(k). Пiдроздiл 5.3 присвячений

простiй характеристицi. Дано опис централiзаторiв елементiв та максимальних

абелевих пiдалгебр в алгебрi Лi 𝑠𝑎2(k) та в подiбних до неї алгебрах у характе-

ристицi нуль (оскiльки багато доведень тут повторюють випадок нульової хара-

ктеристики, то цi доведення або дуже скороченi, або взагалi не наводять). Цей

опис дано в термiнах замкнених многочленiв та многочленiв Якобi. У випад-

ку простої характеристики пораховано похiдний та нижнiй центральний ряди

алгебри 𝑠𝑎2(k).



Висновки

У дисертацiї автором отримано новi теоретичнi результати пов’язанi з описом

централiзаторiв елементiв та максимальних абелевих пiдалгебр в алгебрах Лi

диференцiювань. Отримано також результати пов’язанi з описом замкнених

рацiональних функцiй вiд кiлькох змiнних.

Основними науковими результатами є наступнi:

∙ дано повний опис централiзаторiв елементiв в алгебрi Лi 𝑠𝑎2(k) всiх дифе-

ренцiювань кiльця многочленiв k[𝑥, 𝑦] з нульовою дивергенцiєю у випадку

основного поля нульової характеристики;

∙ описано всi максимальнi абелевi пiдалгебри алгебри Лi 𝑠𝑎2(k) у випадку

основного поля нульової характеристики;

∙ описано структуру просторiв полiномiальних розв’язкiв диференцiальних

рiвнянь 𝐷(𝑔) = 𝑎𝑔, 𝐷 ∈ 𝑠𝑎2(k);

∙ отримано опис будови алгебри Лi 𝑠𝑎2(k) у випадку основного поля простої

характеристики 𝑝 > 0;

∙ отримано аналогiчнi результати для алгебр Лi формальних степеневих

рядiв;

∙ вказано достатнi умови для того, щоб задана рацiональна функцiя вiд

кiлькох змiнних була замкненою.
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// Ann. Sci. École Norm. Sup. (3). — 1909. — Vol. 26. — P. 93—161.

[12] Cygan E. Factorization of polynomials / Ewa Cygan // Bull. Pol. Acad. Sci.

Math. — 1992. — Vol. 40, № 1. — P. 45—50.

[13] Daigle D. Triangular derivations of k[𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4] / D. Daigle, G. Freudenburg

// J. Algebra. — 2001, — Vol. 241, № 1. — P. 328—339.

[14] Derksen H. The kernel of a derivation / H. Derksen // Journal of pure and

applied Algebra. — 1993, — Vol. 84. — P. 13—16.

[15] Derksen H. Inverse degrees and the Jacobian conjecture / H. Derksen //

Communications in Algebra. — 1994, — Vol. 22, № 12. — P. 4793—4794.

[16] Dixmier J. Sur les algebres de Weyl / J. Dixmier // Bull. Soc. Math. France. —

1968. — Vol. 96. — P. 209—242.

[17] Eakin P. A note on finite dimensional subrings of polynomial rings / Paul Eakin

// Proc. Amer. Math. Soc. — 1972. — Vol. 31.— P. 75—80.

[18] van den Essen A. Polynomial automorhisms and the Jacobian conjecture / Arno

van den Essen. — Birkhauser Verlag, Basel-Boston-Berlin, — Vol. 190. — 2000. —

329 p.

[19] van den Essen A. Rings of constants of the form 𝑘[𝑓 ] / Arno van den Essen,

Jean Moulin Ollagnier, Andrzej Nowicki // Comm. Algebra. — 2006. — Vol. 34,

№ 9. — P. 3315—3321.



113

[20] Freudenburg G. A note on the kernel of a locally nilpotent derivation / G.

Freudenburg // Proceedings of the AMS. — 1996, — Vol. 124, № 1. — P. 27—29.

[21] Freudenburg G. Algebraic theory of locally nilpotent derivations / G. Freu-

denburg. — Springer Verlag, 2006. — 272 p.

[22] Gordan P. Ueber biquadratische Gleichungen / Paul Gordan // Math. Ann. —

1887. — Vol. 29, № 3. — P. 318—326.

[23] Guillemin V. A formal model of transitive differential geometry / V. Guillemin,

S.Sternberg // Bull. Amer. Math. Soc. — 1967, — Vol. 70. — P. 16—47.

[24] Guillemin V. The classification of the complex primitive infinite pseudogroups

/ V. Guillemin, D.Quilen, S.Sternberg // Proc. Nat. Acad. Sci. USA. — 1966, —

Vol. 55. — P. 687—690.

[25] Guillemin V. Infinite dimensional primitive Lie algebras / V. Guillemin // J.

Differential Geom. — 1970, — Vol. 4, № 3. — P. 257—282.

[26] Hodge W. V. D. Methods of algebraic geometry. Vol. I. Cambridge Mathemati-

cal Library / W. V. D. Hodge, D. Pedoe. — Cambridge: Cambridge University

Press, 1994. — 440 p. Book I: Algebraic preliminaries, Book II: Projective space,

Reprint of the 1947 original.

[27] Iena O. G. On eigenspaces of inner derivations in 𝑃2(𝑘) / O. G. Iena // Internati-

onal Conference on Radicals ICOR-2006 (July 30 – August 5, 2006), Ukraine. —

Kyiv, 2006. — P. 38—39.

[28] Єна О. Г. Про власнi простори внутрiшнiх диференцiювань у 𝑃2(𝑘) /

О. Г. Єна // Вiсник Київського унiверситету. Серiя: фiзико-математичнi

науки. — 2006. — № 4. — С. 11—17.



114

[29] Iena O. G. On the structure of lie algebra 𝑃2(𝑘) in characteristic 𝑝 = 2 /

O. G. Iena // 6-th International Algebraic Conference in Ukraine (July 1–7,

2007). — Kamyantets-Podilsky, 2007. — P. 95—96.

[30] Єна О. Г. Про диференцiювання кiльця многочленiв вiд двох змiнних у

простiй характеристицi / О. Г. Єна // Вiсник Київського унiверситету.

Серiя: фiзико-математичнi науки. — 2007. — № 4. — С. 23—27.

[31] Igusa J. On a theorem of Lueroth / Jun-ichi Igusa // Mem. Coll. Sci. Univ.

Kyoto Ser. A. Math. — 1951. — Vol. 26. — P. 251—253.

[32] Кац В. Г. Простые градуированные алгебры конечного роста / В. Г. Кац //

Функциональный анализ и его приложения. — 1967, Т. 1, № 4 — С. 82—83.

[33] Kac V. G. Infinite dimensional Lie algebras / V. G. Kac. — Cambridge Universi-

ty Press, Third Ed, 1990. — 400 p.

[34] Кострикин А. И. Градуированные алгебры Ли конечной характеристики

/ А. И. Кострикин, И. Р. Шафаревич // Известия Академии наук СССР,

серия математическая. — 1969, Т. 33. — С. 251—322.

[35] Lorenzini D. Reducibility of polynomials in two variables / Dino Lorenzini //

J. Algebra. — 1993. — Vol. 156. — P. 65—75.

[36] Makar-Limanov L. On the ring of constants for derivations of power series rings

in two variables / Leonid Makar-Limanov, Andrzej Nowicki // Colloq. Math. —

2001. — Vol. 87, № 2. — P. 195—200.

[37] Makar-Limanov L. Locally nilpotent derivations, a new ring invariant and appli-

cations / L. Makar-Limanov // Preprint
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