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Komplexe Analysis

Aufgabe 1: Sei ) C C" eine offene Menge und sei {2 Iy € eine C1-Abbildung.
Verifiziere die Formel (.2) (7.2)
D(f,z) D(f,z
det J(f) = det = =),
D=t (p3 o 3)

wo die Matrix rechts eine 2 x 2 Blockmatrix ist, die aus den Blocken D(g,u) := (
besteht.
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Aufgabe 2: (1) Sei G C C? ein Gebiet. Sei f # 0 eine holomorphe Funktion auf G,
sodass f(a) =0 fiir a € G, a = (a1,az2). Sei g—zf;(a) # 0. Zeige, dass offene Umgebungen
Ui(ay1), Us(az) C C und eine holomorphe Funktion g auf U; existieren mit

{(21,22) € Uy x Uy f(21,22) = 0} = {(2,9(2))| z € Ur}.

Hinweis: benutze den lokalen Umkehrungssatz fur die Abbildung

(21, 22) = (21, f(21, 22))-

(2) Man verallgemeinere die Aussage von (1) fiir Gebiete G C C™ x C" und holomorphe

Abbildungen G Iy € und skizziere einen Beweis davon.

Aufgabe 3:  (Korollar zum Residuensatz)

Sei G C C ein Gebiet, seien f und g holomorphe Funktionen und sei v ein nullhomotoper
stiickweise stetig differenzierbarer Weg in G. Es bezeichne ord,(f) die Verschwindung-
sordnung von f in a,

ord,(f) :== min{u € N| f®(a) # 0}.

Sei N(f) die Menge der Nullstellen von f. Es sei vorausgesetzt, dass N(f) N Spur(y) =0
und dass die Menge N, (f) der Nullstellen a mit ind,(a) # 0 endlich ist. Dann gilt
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€Ny (f)

L 9(2)

271
¥

f(2)

Aufgabe 4:  Sei G C C" ein Gebiet, sei f # 0 eine holomorphe Funktion auf G, sei
Z ={z€G| f(z) =0}.

Man zeige:
(1) 7= 0, wo 7 das Tnnere von Z ist;
(2) Durch jeden Punkt a € Z gibt es eine komplexe Gerade L durch a, so dass a ein
isolierter Punkt von L N Z ist.



(Eine kompleze Gerade durch a ist definiert als das Bild einer affinen Abbildung
C—oC"zm (a1 4+ Mz, . an+M2), (A,...,\) #0.)

Aufgabe 5:  Sei D = {z € C"| 2, # 0}, n > 2. Eine Funktion D L, C heift beschriinkt
bei A = {z € C"| z, = 0}, wenn zu jedem a € A eine Umgebung U(a) C C" existiert, so
dass f|in\a beschrénkt ist. Man zeige, dass sich jede auf D holomorphe Funktion, die bei
A beschrankt ist, eindeutig holomorph auf ganz C™ fortsetzen 1aft.

Aufgabe 6: a) Sei g(z1,...,2,—1) holomorph auf C*, n > 2, ¢(0,...,0) = 0, und

sei f(z1,...,2n) = 22 — g(2z1,...,2n1), p = 1. Zeige, dass es zu jedem a € C" 1
g(a) # 0, eine offene Umgebung U(a) C C"~! gibt, so dass die Nullsstellenfunktionen
wi (21, ... Zn=1), -, Wp(21, . .., Zn—1) dort paarweise verschieden und holomorph sind.

p
b) Sei f(z1,22) = 25 + > g,(21)25" mit auf C holomorphen Funktionen g, mit
v=1

g,(0) = 0. Sei A(z) die Diskriminante des Polynoms f in z. (A(z1) ist ein Polynom
in der Kooffizienten ¢;(z1),...,¢,(21) mit der Eigenschaft, dass f(z1,22) nur einfache
Nullstellen in 2z, hat genau dann, wenn A(z) # 0.) Man zeige: fiir jedes a € C mit
A(a) # 0 gibt es eine offene Umgebung U(a) C C, so dass die Nullsstellenfunktionen
wi(21, .oy Zp—1)s -, Wyp(21, . .., 2n—1) dort paarweise verschieden und holomorph sind.

Aufgabe 9:  Man zeige, dass die Abbildungen az + b und (z — b)~! von C in C aus
Aufgabe 9 biholomorph sind.

Aufgabe 10: (1) Seien I'1,I'y C C zwei Gitter und sei a € C\ {0}, so dass aI'; C I's.
Zeige, dass die Multiplikationsabbildung

C/Ty 5 C/Ty, [z] = [az]

wohldefiniert und holomorph ist.
(2) Zeige, dass die Abbildung -« biholomorph ist genau dann, wenn al'y = I's.

Aufgabe 11:  Sei D C C eine offene Menge, sei f : D — C eine meromorphe Funktion
und sei P C D die Polmenge von f. Man zeige, dass die Abbildung

f:D—>@’ f(z):: f(z), fallsze D\P
00, falls z € P

eine holomorphe Abbildung ist.

Aufgabe 15:  Sei C = {<x0,x1,x2,x3> € P5(C) | g (9“"0 o ”“"2) < 1}.
L1 T2 I3
Man zeige, dass
1) C eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von P3(C) ist;
2) die Abbildung

Py (C) = P3(C), ({to,t1) = {t3 tot1, tots, 13),

wohldefiniert und holomorph ist;
3) BildP;(C) = C und dass P;(C) — C biholomorph ist;
4) C nicht in einer projektiven Ebene liegt.

Aufgabe 16: (Hyperfiichen in P,(C)). Sei f € Clzo,...,z,] ein homogenes Polynom
vom Grad d > 1. Sei Z(f) = {{z) € Pul(C)| f(zo,- . 7a) = 0},
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1) Man beweise die Formel (Eulerformel)

2) Zeige, dass Z(f) genau dann eine (n—1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von P,,(C)

ist, wenn
( of . 9f

oxo Oz,

> ({(a)) # 0 fir alle (a) € Z(f).

Aufgabe 17:  Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit. Zeige, dass

(i) die Menge Q'(X) der holomorphen Differentialformen mit der punktweisen Addition
und Skalarmultiplikation ein C— Vektorraum ist;
(ii) die Abbildung d : O(X) — Q'(X) C—linear ist und die Leibnizregel

d(fg) = fdg + gdf
erfullt.

Aufgabe 18:  Seien (U,, z) und (U, w) zwei Standard-Koordinatenumgebungen auf
C/I'. Zeige, dass

(i) dz = dw auf U, N U, gilt;
(i) Q*(C/T) ein 1-dimensionaler C—Vektorraum ist.

Aufgabe 19:  Wie kann man die Aussagen der Aufgabe 18 auf C"/T" verallgemeinen,
wo I' C C" ein 2n—rangiges Gitter in C" ist?

Aufgabe 20:  Man zeige, dass Q'(C) = 0.

Aufgabe 21:  Seien pi,pa, p3 € C drei verschiedene Punkte. Zeige, dass es eine lineare
Transformation

f:CoC, f(z)=(az+b)(cz+d)"
mit f(0) = p1, f(1) = p2, f(00) = p3 gibt.

Aufgabe 22: SeiteH,seiy=pr+qel, =Zr S Z, wo p,q € Z. Sei
e(v, z) = exp(—mip*t — 2mipz).

a) Verifiziere e(vy; + 72, 2) = e(71,72 + 2)e(7e, 2) fir vy € ['; und z € C.

b) Zeige, dass eine ganze (auf C holomorphe) Funktion f mit Periode 1, d. h.
f(z+1) = f(2) fir alle z € C, eine Fourierentwicklung

f(z) = Z a, exp(2minz)

nel

hat, die lokal-gleichméaflig summierbar ist.
Hinweis: man zeige, dass wegen der Perioditat von f eine auf C* holomorphe Funktion g

gibt mit g(exp(2miz)) = f(2).
c) Zeige, dass aus f(z + ) = e(v,2)f(z) fur alle z € C und v € T, folgt:
f(z) = A0(z) fir ein A € C.
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Aufgabe 23:  Sei f meromorph auf C/I' = X. Man zeige, dass

(1) 22 orda(f) = 0;

zeX

(2) > ord,(f)z =0 (als Summe in C/I).
zeX
Hinweis: Betrachte F' = f o auf C und geeignete Integrale iiber 9V, (Notation wie

in Vorlesung), wobei a so gewahlt sei, dass auf dV, weder Nullstellen noch Pole von F
liegen.

Aufgabe 24:  Sei
fo(z) = ; und f,(2)

( n)nez die Familie der meromorphen auf C Funktionen, die durch
= 1 + L fiir n # 0 definiert sind.

(a) Zeige, dass (fn)nez lokal gleichméBig summierbar tiber C ist.
(Wéhle die Ausschopfung von C mit G, = {z =z + iy € C| —n < zx,y <n}).

(b) Zeige, dass die resultierende meromorphe Funktion

-1 (5e)

n#0

als Hauptteile genau die Funktionen ﬁ, n € Z hat.

(c) Zeige, dass f als

f(2)=§+2(zin+zin),

n>1

mit der lokal gleichméBig summierbaren Familie (g,)n>1, gn(2) = ==
werden kann.

(d) Zeige, dass f(z) = mcot(nz).
Hinweis: sei g(z) = f(z) —mcot(nz); beweise ¢'(z) + ¢'(# +1/2) = 4¢'(2%) und verifiziere,
dass ¢’ =0 und g = 0.

(e) Zeige, dass die Familie (£

—)nez nicht lokal gleichméfig summierbar ist.



