
РIМАНОВI ПОВЕРХНI

ОЛЕКСАНДР ЄНА

Вступ

Данi нотатки є конспектом курсу лекцiй, прочитаного у Люксембурзькому Унiверситетi
восени 2015 року. Курс складався з чотирнадцяти 90-хвилинних лекцiй, по однiй щотижня.
Метою курсу було скласти в студентiв перше враження про Рiмановi поверхнi, познайоми-
ти їх iз основними поняттями, надати якомога бiльше простих для розумiння прикладiв,
а також сформулювати в студентiв, за допомогою вправ пiсля кожної лекцiї, вмiння за-
стосовувати набутi знання. Хоча даний курс й не супроводжувався окремим циклом пра-
ктичних занять, ми вважаємо корисним, за можливостi, обговорювати розв’язки вправ з
кожної лекцiї.

Зауваження й пропозицiї щодо покращення цих нотаток вiтаються.

Попереднi вимоги до знань. Наступне вважається вiдомим.

1) Голоморфнi функцiї вiд однiєї змiнної.
2) Основи топологiї: топологiчнi простори, неперервнi вiдображення.
3) Основи топологiчних многовидiв: означення.
4) Означення комплексного многовиду та пiдмноговиду.
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1. Лекцiя 1

1.1. Означення Рiманової поверхнi. Як можна здогадатися iз назви цього курсу, пер-
шим та основним означенням є означення Рiманової поверхнi.

Означення 1.1. Рiманова поверхня — це зв’язний 1-вимiрний комплексний многовид.

З’ясуймо тепер бiльш детально значення Означення 1.1.

1.2. Нагадування: деталi означення Рiманової поверхнi. Нехай 𝑋 — це 2-вимiрний
дiйсний топологiчний многовид.

Означення 1.2. Нехай 𝑈 ⊂ 𝑋 — це вiдкрита пiдмножина. Нехай 𝑉 ⊂ C — це вiдкрита
пiдмножина множини комплексних чисел (iз стандартною Евклiдовою топологiєю). Нехай
𝜙 : 𝑈 → 𝑉 — це гомеоморфiзм. Тодi 𝜙 : 𝑈 → 𝑉 називається комплексною картою на 𝑋.

𝑋
𝑈

C

𝑉

𝜙

Означення 1.3. Двi комплекснi карти 𝜙1 : 𝑈1 → 𝑉1 та 𝜙2 : 𝑈2 → 𝑉2 називаються голо-
морфно сумiсними якщо

𝜙2 ∘ 𝜙−1
1 |𝜙1(𝑈1∩𝑈2) : 𝜙1(𝑈1 ∩ 𝑈2)→ 𝜙2(𝑈1 ∩ 𝑈2)

є голоморфним вiдображенням. Нехтуючи строгiстю позначень, ми часто позначатимемо
це вiдображення 𝜙2 ∘ 𝜙−1

1 .
𝑋

𝑈1 𝑈2

𝑉1

𝜙1(𝑈1 ∩ 𝑈2)

𝑉2

𝜙2(𝑈1 ∩ 𝑈2)

𝜙1 𝜙2

𝜙2 ∘ 𝜙−1
1

Вправа. Вiдображення 𝜙2 ∘ 𝜙−1
1 бiголоморфне.

Означення 1.4. Система голоморфно сумiсних цомплексних карт на 𝑋

A = {𝜙𝑖 : 𝑈𝑖 → 𝑉𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼},

така що
⋃︀
𝑖∈𝐼 𝑈𝑖 = 𝑋, називається комплексним атласом на 𝑋.

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%91%D0%B5%D1%80%D0%BD%D0%B3%D0%B0%D1%80%D0%B4_%D0%A0%D1%96%D0%BC%D0%B0%D0%BD 
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Означення 1.5. Два атласи A1 та A2 на 𝑋 називаються голоморфно сумiсними, якщо
кожна карта з A1 голоморфно сумiсна iз кожною картою з A2.

Вправа. Голоморфна еквiвалентнiсть є вiдношенням еквiвалентностi.

Означення 1.6. Комплексна структура на 𝑋 — це клас еквiвалентностi комплексних
атласiв на 𝑋.

Зауваження 1.7. Для того, щоб задати комплексну структуру на 𝑋, достатньо задати
комплексний атлас на 𝑋. Тодi двi комплекснi структури спiвпадають, якщо вiдповiднi
атласи еквiвалентнi.

Означення 1.8. Нехай A — це комплексний атлас на 𝑋. Покладiмо

A𝑚𝑎𝑥 = {комплекснi карти на 𝑋, якi голоморфно сумiснi з картами з A}.

Тодi A𝑚𝑎𝑥 — це максимальний атлас серед усiх атласiв голоморфно сумiсних з атласом A.

Тому два атласи A та B еквiвалентнi тодi й лише тодi, якщо A𝑚𝑎𝑥 = B𝑚𝑎𝑥.

Означення 1.9. Рiманова поверхня — це пара (𝑋,Σ), де 𝑋 — це зв’язний 2-вимiрний
дiйсний топологiчний многовид, а Σ — комплексна структура на 𝑋.

Еквiвалентно: Рiманова поверхня — це пара (𝑋,A), де 𝑋 — зв’язний 2-вимiрний дiйсний
топологiчний многовид, а A — комплексний атлас на 𝑋.

Для тих, хто пам’ятає означення комплексного многовиду, зрозумiло, що це означення
є нiчим iншим, як означенням 1-вимiрного комплексного многовиду.

Домовленнiсть. Якщо (𝑋,Σ) Рiманова поверхня, тодi “карта на 𝑋” означає карта у
максимальному атласi на 𝑋, який вiдповiдає Σ.

1.3. Приклади Рiманових поверхонь.

Приклад 1.10 (Найпростiший приклад). 𝑋 = C, A = {C id−→ C}.
Щоб визначити ту саму комплексну структуру, можна взяти комплексний атлас A′ =

{𝑈𝑛
id−→ 𝑈𝑛 | 𝑛 ∈ N}, де 𝑈𝑛 = {𝑧 ∈ C | |𝑧| < 𝑛}.

Приклад 1.11 (Пiдобластi Рiманових поверхонь). Довiльна область 𝑈 ⊂ C (вiдкрита
зв’язна пiдмножина у C), A = {𝑈 id−→ 𝑈}. Бiльш загально, нехай 𝑋 — це Рiманова поверхня
та нехай 𝑈 ⊂ 𝑋 — це область. Тодi 𝑈 — це Рiманова поверхня також. У якостi атласа
можна взяти обмеження на 𝑈 комплексних карт на 𝑋.

Приклад 1.12 (Комплексна проективна пряма). Розгляньмо

P1 = P1(C) = {(𝑎 : 𝑏) | (𝑎, 𝑏) ∈ C2 ∖ {(0, 0)}},

де (𝑎 : 𝑏) позначає пряму у C2 через точки (0, 0) та (𝑎, 𝑏). Нехай

𝑈0 = {(𝑎 : 𝑏) | 𝑎 ̸= 0} = {(1 : 𝑏) | 𝑏 ∈ C}, 𝑈1 = {(𝑎 : 𝑏) | 𝑏 ̸= 0} = {(𝑎 : 1) | 𝑎 ∈ C}.

Нехай
𝜙0 : 𝑈0 → C, (1 : 𝑏) ↦→ 𝑏,
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та

𝜙1 : 𝑈1 → C, (𝑎 : 1) ↦→ 𝑎.

Тодi A = {𝑈0
𝜙0−→ C, 𝑈1

𝜙1−→ C} комплексний атлас на P1. Функцiя переходу 𝜙1∘𝜙−1
0 |𝜙0(𝑈0∩𝑈1)

— це функцiя

𝜙0(𝑈0 ∩ 𝑈1) = C* −→ C* = 𝜙1(𝑈0 ∩ 𝑈1), 𝑎 ↦→ 1

𝑎
.

Приклад 1.13 (Рiманова сфера Ĉ). Як множина Ĉ = C ⊔ {∞}, де ∞ просто символ.
Топологiя визначається наступним чином. 𝑈 ⊂ Ĉ вiдкрита тодi й лише тодi, якщо або
∞ ̸∈ 𝑈 та пiдмножина 𝑈 ⊂ C вiдкрита або ж ∞ ∈ 𝑈 та C ∖ 𝑈 компактна пiдмножина
у C. Це дає компактний Гаусдорфiв топологiчний простiр гомеоморфний до двовимiрної
сфери S2. Нехай 𝑈0 = C та 𝑈1 = Ĉ ∖ {0} = V* ⊔ {∞}. Нехай 𝜙0 : 𝑈0 → C = id : C → C та
визначмо 𝜙1 : 𝑈1 → C за допомогою

𝜙1(𝑧) =

⎧⎨⎩1
𝑧
, 𝑧 ̸=∞;

0, 𝑧 =∞.

Вправа. Комплекснi карти 𝜙0 та 𝜙1 голоморфно сумiснi та утворюють комплексний атлас
на Ĉ.

Дiйсно, достатньо зауважити, що функцiя переходу 𝜙1 ∘ 𝜙−1
0 |𝜙0(𝑈0∩𝑈1) задана як

𝜙0(𝑈0 ∩ 𝑈1) = C* −→ C* = 𝜙1(𝑈0 ∩ 𝑈1), 𝑎 ↦→ 1

𝑎
.

Зауваження. Зауважмо, що це та сама функцiя переходу, як i в попередньому прикладi.

Приклад 1.14 (Комплекснi тори). Розгляньмо C як 2-вимiрний векторний простiр над
R. Нехай {𝜔1, 𝜔2} його базис над R. Нехай Γ = Z · 𝜔1 + Z · 𝜔2 = {𝑛𝜔1 + 𝑚𝜔2 | 𝑚,𝑛 ∈ Z}
— вiдповiдна решiтка. Це пiдгрупа абелевої групи C. Розгляньмо фактор-гомоморфiзм
C 𝜋−→ C/Γ та задамо на C/Γ фактор-топологiю, тобто 𝑈 ⊂ C/Γ є вiдкритою множиною
тодi й лише тодi, якщо 𝜋−1(𝑈) вiдкрита у C.

𝑎 𝑎+ 𝜔1

𝑎+ 𝜔1 + 𝜔2𝑎+ 𝜔2

Для кожного 𝑎 ∈ C розгляньмо вiдкриту пiдмножину 𝑉𝑎 = {𝑎 + 𝑡1𝜔1 + 𝑡2𝜔2 | 𝑡1, 𝑡2 ∈
(0, 1)} у C, тобто внутрiшнiсть паралелограма з вершинами у точках 𝑎, 𝑎 + 𝜔1, 𝑎 + 𝜔2,
𝑎 + 𝜔1 + 𝜔2. Множини 𝑉𝑎 називаються стандартними паралелограмами вiдносно решiтки
Γ. Нехай 𝑈𝑎 := 𝜋(𝑉𝑎). Зауважмо, що вiдображення 𝜋|𝑉𝑎 : 𝑉𝑎 → 𝑈𝑎 бiєктивне та, бiльш того,
гомеоморфiзм. Нехай 𝜙𝑎 := (𝜋|𝑉𝑎)−1 : 𝑈𝑎 → 𝑉𝑎. Це дає комплексний атлас на C/Γ.

Вправа. Перевiрити деталi означення комплексних торiв.

Приклад 1.15. 1-вимiрнi комплекснi пiдмноговиди комплексних многовидiв.

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D0%B5%D0%BB%D1%96%D0%BA%D1%81_%D0%93%D0%B0%D1%83%D1%81%D0%B4%D0%BE%D1%80%D1%84
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1.4. Вправи.

Вправа 1. 1) Перевiрити, що визначенi у лекцiї комплекснi карти на Ĉ є голоморфно
сумiсними та утворюють комплексний атлас на Ĉ.

2) Довести, що топологiчний простiр Ĉ гомеоморфний до комплексної проективної прямої
P1 = P1(C).

Вправа 2. Нехай Γ = Z𝜔1 + Z𝜔2 решiтка у C.

1) В означеннi комплексної структури на C/Γ доповнити деталi, яких бракує. Як вигля-
дають функцiї переходу 𝜙𝑏 ∘ 𝜙−1

𝑎 ?

2) Нехай 𝑆1 позначає дiйсну одновимiрну сферу. Показати, що C/Γ гомеоморфний до
𝑆1 × 𝑆1.
Пiдказка: Нехай 𝑝1, 𝑝2 — це R-базис Hom(C,R) дуальний до 𝜔1, 𝜔2. Розгляньте вiд-
ображення C/Γ → 𝑆1 × 𝑆1, [𝑧] ↦→ (exp(2𝜋𝑖𝑝1(𝑧)), exp(2𝜋𝑖𝑝2(𝑧))). Тут [𝑧] позначає клас
еквiвалентностi комплексного числа 𝑧 у C/Γ.

Вправа 3. У цiй вправi усi пiдмножини комплексних многовидiв мають iндуковану топо-
логiю.

1) Показати, що наступнi топологiчнi пiдпростори у C2 або C3 є комплексними пiдмного-
видами й, отже, Рiмановими поверхнями. Описати комплекснi структури на них.

𝑋1 = {(𝑧1, 𝑧2) ∈ C2 | 5𝑧1 + 7𝑧2 = 0}, 𝑋2 = {(𝑧1, 𝑧2) ∈ C2 | 3𝑧1 − 14𝑧22 = 0},

𝑋3 = {(𝑧1, 𝑧2) ∈ C2 | 𝑧1𝑧2 − 1 = 0}, 𝑋4 = {(𝑧0, 𝑧1, 𝑧2) ∈ C3 | 𝑧1 − 𝑧20 = 0, 𝑧2 − 𝑧30 = 0}.

2) Чи є наступнi пiдмножини C2 комплексними пiдмноговидами?

𝑋5 = {(𝑧1, 𝑧2) ∈ C2 | 𝑧21 − 𝑧32 = 0}, 𝑋6 = {(𝑧1, 𝑧2) ∈ C2 | 𝑧1𝑧2 = 0}.

Чи можливо ввести на цих топологiчних пiдпросторах у C2 структуру Рiманової поверхнi?
Пiдказка: Розгляньте вiдображення C→ C2, 𝑡 ↦→ (𝑡3, 𝑡2). Дослiдiть зв’язнi компоненти
𝑋6 ∖ {(0, 0)}.
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2. Лекцiя 2

2.1. Голоморфнi функцiї на Рiмановiй поверхнi. Структурний пучок.

Означення 2.1 (Голоморфнi функцiї). Нехай 𝑋 Рiманова поверхня. Нехай 𝑌 ⊂ 𝑋 вiд-
крита пiдмножина. Тодi функцiя 𝑌 𝑓−→ C називається голоморфною на 𝑌 , якщо для кожної
карти 𝜙 : 𝑈 → 𝑉 на 𝑋 композицiя 𝑓 ∘ 𝜙−1 : 𝜙(𝑈 ∩ 𝑌 )→ C є голоморфною функцiєю.

Нехай 𝒪𝑋(𝑌 ) позначає множину усiх голоморфних функцiй на 𝑌 .

Вправа. 𝒪𝑋(𝑌 ) є C-алгеброю.

Зауваження 2.2. Для кожної вiдкритої пiдмножини 𝑈 ⊂ 𝑋 ми отримуємо C-алгебру
𝒪𝑋(𝑈) голоморфних функцiй на 𝑈 . Для довiльних двох вiдкритих пiдмножин 𝑈 та𝑊 у𝑋,
таких що 𝑈 ⊂ 𝑊 , вiдображення обмеження 𝒪𝑋(𝑊 )→ 𝒪𝑋(𝑈), 𝑓 ↦→ 𝑓 |𝑈 є гомоморфiзмом
C-алгебр. Набiр усiх цих даних позначається 𝒪𝑋 й називається структурним пучком на
𝑋.

Приклад 2.3. Розгляньмо голоморфну функцiю 𝑓 на Ĉ. Оскiльки Ĉ компактна, то 𝑓

обмежена. Отже обмеження функцiї 𝑓 на C, що є вiдкритою пiдмножиною у Ĉ, є також
обмеженою функцiєю. Вiдомо, що єдиними обмеженими голоморфними функцiями на C
є константи. Тому 𝑓 повинна бути сталою функцiєю. Це демонструє, що 𝒪Ĉ(Ĉ) = C.

2.2. Теорема Рiмана про усувнi особливостi.

Теорема 2.4 (Теорема Рiмана про усувнi особливостi). Нехай 𝑋 Рiманова поверхня. Не-
хай 𝑈 ⊂ 𝑋 вiдкрита пiдмножина. Нехай 𝑎 ∈ 𝑈 , та нехай 𝑓 ∈ 𝒪𝑋(𝑈 ∖ {𝑎}) обмежена.
Тодi iснує єдине продовження функцiї на 𝑎, тобто єдина функцiя 𝑓 ∈ 𝒪𝑋(𝑈), така що
𝑓 |𝑈∖{𝑎} = 𝑓 .

Доведення. Нехай 𝜙 : 𝑈 ′ → 𝑉 ′ карта навколо 𝑎. Тодi 𝑓 ∘𝜙−1 голоморфна обмежена функцiя
на 𝜙(𝑈 ′ ∩𝑈) ∖ {𝜙(𝑎)} ⊂ C. Тому iснує єдина голоморфна функцiя 𝐹 на 𝜙(𝑈 ′ ∩𝑈), така що

𝐹 |𝜙(𝑈 ′∩𝑈)∖{𝜙(𝑎)} = 𝑓 ∘ 𝜙−1.

Отже iснує єдина голоморфна функцiя 𝑔 на 𝑈 ∩ 𝑈 ′, така що 𝑔|𝑈∩𝑈 ′∖{𝑎} = 𝑓 |𝑈∩𝑈 ′∖{𝑎}. Тому
∃! 𝑓 ∈ 𝒪𝑋(𝑈) з властивiстю 𝑓 |𝑈∖{𝑎} = 𝑓 . �

Приклад 2.5. Нехай 𝑈 = {𝑧 ∈ C | |𝑧 6 1|} ⊂ C. Розгляньмо голоморфну функцiю

𝑓 : 𝑈 ∖ {0} → C, 𝑧 ↦→ sin 𝑧

𝑧
.

оскiльки 𝑓 обмежена на 𝑈 ∖ {0}, iснує єдина голоморфна функцiя 𝑓 на 𝑈 , що спiвпадає iз
𝑓 на 𝑈 ∖ {0}.

Вправа. Порахуйте розклад Тейлора функцiї 𝑓 iз Приклада 2.5 у точцi 0.

2.3. Голоморфнi вiдображення мiж Рiмановими поверхнями. Наразi ми визначи-
ли

∙ Рiмановi поверхнi;
∙ для Рiманової поверхнi 𝑋 пучок 𝒪𝑋 голоморфних функцiй на 𝑋 (пучок C-алгебр).

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%91%D1%80%D1%83%D0%BA_%D0%A2%D0%B5%D0%B9%D0%BB%D0%BE%D1%80
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Iншими словами, ми визначили об’єкти, якi ми вивчатимемо.
Щоб бути у змозi “порiвнювати” об’єкти, зазвичай потрiбнi морфiзми (вiдображення)

мiж ними.

Означення 2.6. 1) Нехай 𝑋 та 𝑌 Рiмановi поверхнi. Тодi вiдображення 𝑓 : 𝑋 → 𝑌

називається голоморфним, якщо для довiльних карт 𝜙 : 𝑈 → 𝑉 на 𝑋 та 𝜓 : 𝑈 ′ → 𝑉 ′ на 𝑌
iз 𝑓(𝑈) ⊂ 𝑈 ′ композицiя 𝜓 ∘ 𝑓 |𝑈 ∘ 𝜙−1 : 𝑉 → 𝑉 ′ є голоморфним вiдображенням.

C C
𝜓 ∘ 𝑓 |𝑉 ∘ 𝜙−1

𝑓
𝑈

𝜙

𝑉

𝑈 ′

𝜓

𝑉 ′

𝑋 𝑌

2) Еквiвалентно, вiдображення 𝑓 голоморфне якщо для кожної вiдкритої пiдмножини
𝑈 ⊂ 𝑌 та для кожної функцiї ℎ ∈ 𝒪𝑌 (𝑈) функцiя 𝑓 *ℎ := ℎ ∘ 𝑓 : 𝑓−1(𝑈)→ C належить до
𝒪𝑋(𝑓−1𝑈).

Вправа. Доведiть еквiвалентнiсть тверджень у Означеннi 2.6.

Домовленнiсть. Голоморфнi вiдображення Рiманових поверхонь i морфiзми Рiманових
поверхонь — це просто рiзнi iмена для того самого поняття.

Зауваження 2.7. Iз означення випливає, що композицiя морфiзмiв є також морфiзмом.
Тому Рiмановi поверхнi утворюють повну пiдкатегорiю у категорiї комплексних много-
видiв.

2.4. Приклади голоморфних вiдображень мiж Рiмановими поверхнями.

Приклад 2.8 (Приклади морфiзмiв Рiманових поверхонь). 1) Фактор-вiдображення C→
C/Γ, де Γ решiтка у C, є голоморфним вiдображенням.

2) Нехай Γ та Γ′ двi решiтки у C. Нехай 𝛼 ∈ C* та припустiмо, що 𝛼 · Γ ⊂ Γ′. Тодi
вiдображення

C/Γ→ C/Γ′, [𝑧] ↦→ [𝛼𝑧],

коректно визначене голоморфне вiдображення. Бiльш того, це вiдображення є iзоморф-
iзмом тодi й лише тодi, коли 𝛼 · Γ = Γ′.
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3) Вiдображення Ĉ→ Ĉ, задане за допомогою

𝑧 ↦→

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1
𝑧
, 𝑧 ̸∈ {0,∞},

0, 𝑧 =∞,
∞, 𝑧 = 0

є голоморфним вiдображенням iз Ĉ у Ĉ.

4) Розгляньмо два пiдмноговиди у C2

𝑋 = {(𝑧1, 𝑧2) | 𝑧1𝑧2 = 1} та 𝑌 = {(𝑧1, 𝑧2) | 𝑧1 = 𝑧22}.

Вiдображення
𝑋 → 𝑌, (𝑧1, 𝑧2) ↦→ (𝑧22 , 𝑧2)

є морфiзмом Рiманових поверхонь.

2.5. Теорема єдиностi.

Теорема 2.9 (Теорема єдиностi). Нехай 𝑋, 𝑌 Рiмановi поверхнi, нехай 𝑓1, 𝑓2 : 𝑋 → 𝑌 два
морфiзми. Нехай 𝐴 ⊂ 𝑋 множина, яка мiстить свою граничну точку 𝑎. Якщо 𝑓1|𝐴 =

𝑓2|𝐴, тодi 𝑓1 = 𝑓2.

Доведення. Нехай 𝑆 ⊂ 𝑋 — це множина точок 𝑥 ∈ 𝑋, якi мають вiдкритий окiл 𝑈 ∋ 𝑥 де
функцiї спiвпадають, тобто 𝑓1|𝑈 = 𝑓2|𝑈 . Тодi 𝑆 вiдкрита за означенням. Зауважамо, що
𝑆 ̸= ∅. Дiйсно, за теоремою єдиностi для C, 𝑎 ∈ 𝑆. Ми покажемо, що 𝑆 замкнена. Тодi iз
зв’язностi 𝑋 випливатиме, що або 𝑆 = 𝑋, або ж 𝑆 = ∅, й отже 𝑆 = 𝑋 та 𝑓1 = 𝑓2.

Тож нехай 𝑏 гранична точка множини 𝑆. Тодi за неперервнiстью 𝑓1 та 𝑓2 ми робимо
висновок, що 𝑓1(𝑏) = 𝑓2(𝑏). За теоремою єдиностi для C функцiї 𝑓1 та 𝑓2 рiвнi у околi 𝑏,
отже 𝑏 ∈ 𝑆, що й демонструє замкненiсть 𝑆. �

Приклад 2.10 (Типове застосування). Нехай 𝑋
𝑓−→ 𝑌 нестале голоморфне, нехай 𝑦 ∈

𝑌 . Тодi прообраз 𝑓−1(𝑦) точки 𝑦 складається з iзольованих точок, бо у протилежному
випадку 𝑓 має бути сталим вiдображенням за Теоремою 2.9. Якщо 𝑋 компактна, тодi
𝑓−1(𝑦) складається iз скiнченної кiлькостi точок.

2.6. Мероморфнi функцiї. Зауважмо, що за Означенням 2.1 та Означенням 2.6, голо-
морфна функцiя на Рiмановiй поверхнi 𝑋 — це те саме, що й голоморфне вiдображення
𝑋 → C.

Ми хочемо ввести поняття мероморфної функцiї. Мероморфна функцiя на Рiмановiй
поверхнi 𝑋 — це майже те саме, що й голоморфне вiдображення 𝑋 → Ĉ.

Означення 2.11 (Мероморфнi функцiї). 1) Нехай 𝑋 Рiманова поверхня. Нехай 𝑌 ⊂
𝑋 вiдкрита пiдмножина. Мероморфна функцiя на 𝑌 — це за означенням голоморфна
функцiя на 𝑌 ∖ 𝑃 , де 𝑃 ⊂ 𝑌 є пiдмножиною iзольованих точок, та для кожної 𝑝 ∈ 𝑃

границя lim
𝑥→𝑝
|𝑓(𝑥)| iснує й дорiвнює ∞.

2) Точки множини 𝑃 називаються полюсами мероморфної функцiї 𝑓 .

3)ℳ𝑋(𝑌 ) позначає множину мероморфних функцiй на 𝑌 ⊂ 𝑋.
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Вправа. Нехай 𝑋 Рiманова поверхня й нехай 𝑌 вiдкрита пiдмножина у 𝑋. Перевiрити,
що множина ℳ𝑋(𝑌 ) мероморфних функцiй на 𝑌 має природну структуру C-алгебри
та 𝒪𝑋(𝑌 ) природно включена у ℳ𝑋(𝑌 ) як C-пiдалгебра. Це також визначає структуру
𝒪𝑋(𝑌 )-модуля наℳ𝑋(𝑌 ).

Приклад 2.12. 1) Розгляньмо 𝑌 = C = Ĉ ∖ {∞} як вiдкриту пiдмножину Ĉ, нехай
𝑓 iдентичне вiдображення C → C, 𝑧 ↦→ 𝑧. Тодi 𝑓 голоморфна функцiя на 𝑌 . Оскiльки
lim
𝑧→∞
|𝑓(𝑧)| = lim

𝑧→∞
|𝑧| = ∞, ми робимо висновок, що idC може розглядатися як елемент у

ℳĈ(Ĉ).

2) Нехай 𝑓 ∈ C[𝑧] полiном вiд однiєї змiнної. Ми можемо розглядати 𝑓 як функцiю на C.
Ця функцiя голоморфна. Використовуючи аргументацiю схожу на попередню, ми робимо
висновок, що кожен многочлен вiд однiєї змiнної 𝑓(𝑧) ∈ C[𝑧] може розглядатися як елемент
уℳĈ(Ĉ).

2.7. Вправи.

Вправа 4. Нехай Γ — це решiтка у C. Чи можливо описати усi голоморфнi функцiї на
торi C/Γ використовуючи аргументацiю аналогiчну до аргументацiї у Прикладi 2.3, де ми
показали, що 𝒪Ĉ(Ĉ) = C.

Вправа 5 (Приклади морфiзмiв Рiманових поверхонь). Перевiрте, використовуючи озна-
чення голоморфного вiдображення, що наступнi вiдображення голоморфнi.

1) Фактор-вiдображення C→ C/Γ, де Γ решiтка у C, є голоморфним.

2) Нехай Γ та Γ′ двi решiтки у C. Нехай 𝛼 ∈ C*, так що 𝛼 · Γ ⊂ Γ′. Тодi вiдображення

C/Γ→ C/Γ′, [𝑧] ↦→ [𝛼𝑧],

коректно визначене голоморфне вiдображення комплексних торiв. Це вiдображення iзо-
морфiзм тодi i лише тодi, коли 𝛼 · Γ = Γ′.

3) Вiдображення Ĉ→ Ĉ, задане як

𝑧 ↦→

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1
𝑧
, 𝑧 ̸∈ {0,∞},

0, 𝑧 =∞,
∞, 𝑧 = 0

є голоморфним вiдображенням Ĉ→ Ĉ.

4) Розгляньмо пiдмноговиди 𝑋3 та 𝑋2 у C2 iз Вправи 3.

𝑋2 = {(𝑧1, 𝑧2) ∈ C2 | 3𝑧1 − 14𝑧22 = 0}, 𝑋3 = {(𝑧1, 𝑧2) ∈ C2 | 𝑧1𝑧2 − 1 = 0},

Вiдображення

𝑋3 → 𝑋2, (𝑧1, 𝑧2) ↦→
(︂

14

3
𝑧22 , 𝑧2

)︂
є морфiзмом Рiманових поверхонь.
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Вправа 6. Розгляньмо 2-вимiрний проективний простiр

P2 = {⟨𝑧0, 𝑧1, 𝑧2⟩ | (𝑧0, 𝑧1, 𝑧2) ∈ C3 ∖ {0}}.

Тут ⟨𝑧0, 𝑧1, 𝑧2⟩ позначає пряму через (𝑧0, 𝑧1, 𝑧2) та початок координат. Розгляньмо наступнi
алгебраїчнi кривi у P2:

𝑋 = {⟨𝑧0, 𝑧1, 𝑧2⟩ ∈ P2 | 𝑧0 + 𝑧1 + 𝑧2 = 0}, 𝑌 = {⟨𝑧0, 𝑧1, 𝑧2⟩ ∈ P2 | 𝑧21 = 𝑧0𝑧2}.

Зауважте, що 𝑋 та 𝑌 є комплексними пiдмноговидами у P2, отже Рiмановими поверх-
нями. Перевiрте, чи 𝑋 та 𝑌 є iзоморфними одна однiй, тобто чи iснують голоморфнi
вiдображення Рiманових поверхонь 𝑋 𝑓−→ 𝑌 та 𝑌 𝑔−→ 𝑋 оберненi одне до одного.
Пiдказка: Порiвняйте 𝑋 та 𝑌 iз Рiмановою сферою Ĉ.

Вправа 7. Показати, що множина мероморфних функцiй на Ĉ спiвпадає iз множиною
рацiональних функцiй {︂

𝑓(𝑧)

𝑔(𝑧)
| 𝑓, 𝑔 ∈ C[𝑧] (полiноми вiд 𝑧), 𝑔 ̸≡ 0

}︂
.

Пiдказка: Наступнi кроки можуть бути корисними. Нехай 𝐹 , 𝐹 ̸≡ 0, мероморфна функцiя
на Ĉ.

∙ Зауважте, що 𝐹 має скiнченну кiлькiсть полюсiв та нулiв.
∙ Є двi можливостi: ∞ є або полюсом 𝐹 , абож нi.
∙ Якщо∞ не є полюсом 𝐹 , розгляньте полюси 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 функцiї 𝐹 . Розгляньте основнi

частини ℎ𝜈 of 𝐹 at 𝑎𝜈 , 𝜈 = 1, . . . , 𝑛, й зауважте, що 𝐹 −
𝑛∑︀
𝜈=1

ℎ𝜈 є голоморфною

функцiєю на Ĉ. Отже вона має бути сталою й 𝐹 рацiональна функцiя.
∙ Якщо ∞ полюс 𝐹 , розгляньте функцiю 1

𝐹
й покажiть, як вказано вище, що вона

рацiональна.
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3. Лекцiя 3

3.1. Мероморфнi функцiї як голоморфнi вiдображення до Рiманової сфери.

Теорема 3.1. Нехай 𝑋 Рiманова поверхня. Iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть

ℳ𝑋(𝑋)←→ {морфiзми 𝑋 → Ĉ вiдмiннi вiд тотожного вiдображення 𝑧 ↦→ ∞, ∀𝑧}.

Доведення. “→”. Нехай 𝑓 ∈ ℳ𝑋(𝑋). Нехай 𝑃 вiдповiдна множина полюсiв функцiї 𝑓 .
Визначмо 𝑓 : 𝑋 → Ĉ за допомогою

𝑓(𝑧) =

⎧⎨⎩𝑓(𝑧), 𝑧 ̸∈ 𝑃
∞, 𝑧 ∈ 𝑃.

Тодi 𝑓 — це неперервне вiдображення (зауважмо, що достатньо перевiрити неперервнiсть
навколо полюсiв). Отже, за теоремою Рiмана про усувнi особливостi, 𝑓 голоморфна.

“←”. Розгляньмо 𝑔 : 𝑋 → Ĉ. Якщо множина 𝑔−1(∞) мiстить свою граничну точку, то за
теоремою єдиностi 𝑔(𝑧) = ∞ для усiх 𝑥 ∈ 𝑋, що суперечить припущенню теореми. Отже
𝑔−1(∞) не мiстить своїх граничних точок i є, таким чином, пiдмножиною iзольованих
точок. Позначмо 𝑓 = 𝑔|𝑋∖𝑔−1(∞) : 𝑋 ∖ 𝑔−1(∞)→ C. Це голоморфна функцiя на 𝑋 ∖ 𝑔−1(∞).
Для кожного 𝑝 ∈ 𝑔−1(∞) має мiсце lim

𝑧→𝑝
|𝑓(𝑧)| =∞. Це означає 𝑓 ∈ℳ𝑋(𝑋).

Сконструйованi вiдображення є оберненими одне до одного. �

Наслiдок 3.2. Мероморфнi функцiї вiдмiннi вiд нуля мають лише iзольованi нулi й по-
люси.

Доведення. Зауважмо, що полюси мероморфної функцiї iзольюванi за означенням.
Припустiмо, що 𝑎 — це неiзольований нуль мероморфної функцiї 𝑓 ∈ ℳ𝑋(𝑋), тобто

iснує послiдовнiсть 𝑎𝑖 iз lim
𝑖→∞

𝑎𝑖 = 𝑎, така що 𝑓(𝑎𝑖) = 0, 𝑓(𝑎) = 0. Тодi за теоремою єдиностi

𝑓 = 0 як морфiзм 𝑋 → Ĉ. Отже 𝑓 = 0. �

Наслiдок 3.3. Нехай 𝑋 Рiманова поверхня, тодi ℳ𝑋(𝑋) поле.

Доведення. Якщо 𝑓 ∈ ℳ𝑋(𝑋), 𝑓 ̸= 0, тодi
1

𝑓
∈ ℳ𝑋(𝑋) також, оскiльки нулi 𝑓 стають

полюсами
1

𝑓
. �

Приклад 3.4. Як зауважено у Прикладi 2.12, полiноми вiд однiєї змiнної можуть роз-
глядатися як мероморфнi функцiї на Ĉ. Iз попереднього Наслiдку випливає, що кожна
рацiональна функцiя вiд однiєї змiнної 𝑓(𝑧)

𝑔(𝑧)
, 𝑓, 𝑔 ∈ C[𝑧], 𝑔 ̸≡ 0, може розглядатися як

мероморфна функцiя на Ĉ. Тому поле рацiональних функцiй вiд однiєї змiнної

C(𝑧) :=

{︂
𝑓(𝑧)

𝑔(𝑧)
| 𝑓, 𝑔 ∈ C[𝑧] (полiноми вiд 𝑧), 𝑔 ̸≡ 0

}︂
є пiдполем уℳĈ(Ĉ).

Вправа. Показати, що кожна мероморфна функцiя на Ĉ рацiональна, тобто ℳĈ(Ĉ)

спiвпадає iз C(𝑧).
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3.2. Локальна поведiнка голоморфних вiдображень Рiманових поверхонь. До-
слiдiмо локальну поведiнку голоморфних вiдображень Рiманових поверхонь.

Теорема 3.5 (Локальна поведiнка голоморфних вiдображень). Нехай 𝑋, 𝑌 Рiмановi по-
верхнi. Нехай 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 голоморфне нестале вiдображення. Нехай 𝑎 ∈ 𝑋, 𝑏 := 𝑓(𝑎) ∈ 𝑌 .
Тодi iснує цiле число 𝑘 > 1, таке що локально навколо 𝑎 морфiзм 𝑓 виглядає як

𝑧 ↦→ 𝑧𝑘,

тобто iснує карта 𝑈 𝜙−→ 𝑉 , 𝑎 ∈ 𝑈 , 𝜙(𝑎) = 0, та карта 𝑈 ′ 𝜓−→ 𝑉 ′, 𝑏 ∈ 𝑈 ′, 𝜓(𝑏) = 0, такi що
𝑓(𝑈) ⊂ 𝑈 ′ та 𝜓 ∘ 𝑓 |𝑈 ∘ 𝜙−1(𝑧) = 𝑧𝑘.

𝑎

𝑏

C

𝑎

𝑏

C

𝑧𝑘

𝑓𝑈

𝜙

𝑉0

𝑈 ′

𝜓

𝑉 ′
0

𝑋 𝑌

Доведення. Iснує карта 𝜓 : 𝑈 ′ → 𝑉 ′ навколо 𝑏 така, що 𝜓(𝑏) = 0. Тодi 𝑓−1(𝑈 ′) вiдкрита й
мiстить 𝑎.

Iснує карта навколо 𝑎, що вiдображає 𝑎 у 0. Перетинаючи iз 𝑓−1(𝑈 ′), ми отримуємо
карту ̃︀𝑈 ̃︀𝜙−→ ̃︀𝑉 , таку що 𝑓(̃︀𝑈) ⊂ 𝑈 ′ та ̃︀𝜙(𝑎) = 0.

Розгляньмо ̃︀𝐹 := 𝜓𝑓 ̃︀𝜙−1 : ̃︀𝑉 → 𝑉 ′. Оскiльки ̃︀𝐹 (0) = 0, можемо представити ̃︀𝐹 як̃︀𝐹 (𝑧) = 𝑧𝑘 · ̃︀𝐺(𝑧), ̃︀𝐺(𝑧) ̸= 0 у околi 𝑊 навколо 0. Оскiльки ̃︀𝐺(0) ̸= 0, зменшуючи 𝑊

за необхiдностi, ми можемо припустити, що iснує голоморфна функцiя 𝐻 на 𝑊 , така
що 𝐻𝑘(𝑧) = ̃︀𝐺(𝑧). Дiйсно, зменшуючи 𝑊 за необхiдностi, можемо припустити, що iснує
гiлка комплексного логарифму визначена навколо ̃︀𝐺(𝑊 ). Тодi 𝐻(𝑧) := exp( 1

𝑘
ln ̃︀𝐺(𝑧)) має

шукану властивiсть.
Ми отримуємо ̃︀𝐹 (𝑧) = 𝑧𝑘 · 𝐻𝑘(𝑧) = (𝑧𝐻(𝑧))𝑘. Розгляньмо 𝜉 : 𝑊 → 𝑉 ′, 𝑧 ↦→ 𝑧𝐻(𝑧). Це

бiголоморфне вiдображення мiж 𝑊 (можливо, пiсля зменшення 𝑊 ) та околом точки 0

у 𝑉 ′. Розгляньмо 𝜙 : ̃︀𝜙−1(𝑊 )
̃︀𝜙−→ 𝑊

𝜉−→ 𝑉 ′. Тодi 𝜓𝑓𝜙−1(𝑧) = 𝜓𝑓 ̃︀𝜙−1𝜉−1(𝑧) = ̃︀𝐹 (𝜉−1(𝑧)) =

(𝜉−1(𝑧)𝐻(𝜉−1(𝑧)))𝑘 = (𝜉(𝜉−1(𝑧)))𝑘 = 𝑧𝑘, що й доводить теорему. �
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Означення 3.6. Число 𝑘 iз попередньої теореми однозначно визначене для даного го-
ломорфного вiдображення 𝑓 та даної точки 𝑎 ∈ 𝑋. Це число називається кратнiстю 𝑓 у
точцi 𝑎 й позначатиметься mult𝑎 𝑓 .

Вправа. Доведiть, що mult𝑎 𝑓 коректно визначене.

Зауваження 3.7 (Обчислення mult𝑎 𝑓). Зауважмо, що для того, щоб обчислити кратнiсть
голоморфного вiдображення у точцi, достатньо лише повторити першу частину доведення
Теореми 3.5 та знайти розклад ̃︀𝐹 (𝑧) = 𝑧𝑘 ̃︀𝐺(𝑧), ̃︀𝐺(0) ̸= 0.

Зауваження 3.8 (Геометричне значення mult𝑎 𝑓). У кожному околi 𝑈0 точки 𝑎 iснує окiл
𝑈 ∋ 𝑎 та окiл 𝑊 ∋ 𝑏, 𝑏 = 𝑓(𝑎), такi, що для кожного 𝑦 ∈ 𝑊 ∖ {𝑏}

#𝑓−1(𝑦) ∩ 𝑈 = 𝑘,

тобто 𝑈 мiстить рiвно 𝑘 прообразiв точки 𝑦.

Приклад 3.9. 1) Нехай 𝑓 iдентичне вiдображення Ĉ→ Ĉ. Тодi mult𝑎 𝑓 = 1 для кожного
𝑎 ∈ Ĉ, бо 𝑓 бiєктивне. Аналогiчно, оскiльки Ĉ 𝑔−→ Ĉ, 𝑔(𝑧) = 1

𝑧
, бiєктивне, ми отримуємо

mult𝑎 𝑓 = 1 для кожного 𝑎 ∈ Ĉ.

2) Нехай Ĉ 𝑓−→ Ĉ задана як 𝑓(𝑧) = 1
𝑧3

. Тодi mult0 𝑓 = 3 та mult𝑖 𝑓 = 1.

Вправа. Нехай 𝑓(𝑧) ∈ C[𝑧] многочлен степеня 𝑘. Це дає голоморфне вiдображення

𝑓 : Ĉ −→ Ĉ, 𝑓(𝑧) =

⎧⎨⎩𝑓(𝑧), 𝑧 ∈ C

∞, 𝑧 =∞.

Показати, що 𝑓 має кратнiсть 𝑘 у точцi ∞. Яка кратнiсть 𝑓 у точцi 0?

3.3. Вправи.

Вправа 8. Нехай Γ решiтка у C. Тодi мероморфна функцiя 𝑓 ∈ ℳC(C) називається
подвiйно перiодичною (або елiптичною) вiдносно Γ якщо 𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧+ 𝛾) для усiх 𝑧 ∈ C та
для усiх 𝛾 ∈ Γ.

1) Показати, що iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж елiптичними функцiями на
C вiдносно Γ та мероморфними функцiями на C/Γ.

2) Показати, що iснують лише сталi голоморфнi подвiйно перiодичнi функцiї.

Вправа 9. Нехай 𝑋
𝑓−→ 𝑌 нестала голоморфна функцiя Рiманових поверхонь й нехай

𝑎 ∈ 𝑋. Показати, що кратнiсть 𝑓 у 𝑎 однозначно визначена, тобто не залежить вiд вибору
локальних карт.
Пiдказка: Зауважмо, що 𝑘 = mult𝑎 𝑓 може розглядатися як найменше 𝑘, таке що 𝑘-та
похiдна функцiї 𝐹 = 𝜓 ∘ 𝑓 ∘ 𝜙−1 не дорiвнює нулю у точцi 0, де 𝜙 карта навколо 𝑎 та 𝜓
карта навколо 𝑏 = 𝑓(𝑎).

Вправа 10. Нехай 𝑓(𝑧) ∈ C[𝑧] многочлен степеня 𝑘. Це дає голоморфне вiдображення
𝑓 : Ĉ −→ Ĉ, 𝑓(∞) =∞. Показати, що 𝑓 має кратнiсть 𝑘 у ∞. Яка кратнiсть 𝑓 у точцi 0?
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Вправа 11. 1) Розгляньмо голоморфне вiдображення 𝑓 : C→ C, 𝑓(𝑧) = 𝑧𝑘, де 𝑘 додатнє
цiле число. Обчислити mult𝑎 𝑓 для довiльної точки 𝑎 ∈ C.

2) Розгляньмо голоморфне вiдображення 𝑓 : C → C, 𝑓(𝑧) = (𝑧 − 1)3(𝑧 − 2)7. Обчислити
mult𝑎 𝑓 для довiльного 𝑎 ∈ C.

Вправа 12. Нехай Ĉ 𝑓−→ Ĉ голоморфне вiдображення задане як

𝑓(𝑧) =
(𝑧 − 3)3

(𝑧 + 1)(𝑧 − 2)2
.

Обчислити mult3 𝑓 , mult−1 𝑓 , mult2 𝑓 , mult1 𝑓 .
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4. Лекцiя 4

4.1. Деякi наслiдки (з локальної поведiнки морфiзмiв Рiманових поверхонь).

Наслiдок 4.1. Нестале голоморфне вiдображення Рiманових поверхонь 𝑓 : 𝑋 → 𝑌

вiдкрите.

Доведення. Локально вiдображення 𝑓 є вiдображенням 𝑧 ↦→ 𝑧𝑘, яке вiдкрите. Оскiльки
бути вiдкритим — це локальна властивiсть, то 𝑓 вiдкрите. �

Наслiдок 4.2. Нехай 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 iн’єктивний морфiзм Рiманових поверхонь. Тодi 𝑓 :

𝑋 → 𝑓(𝑋) бiголоморфне.

Доведення. З iн’єктивностi випливає, що 𝑓 локально є вiдображенням 𝑧 ↦→ 𝑧. Тодi обернене
до 𝑓 вiдображення локально є також вiдображенням 𝑧 ↦→ 𝑧 i отже є голоморфним. �

Наслiдок 4.3 (Принцип максимума). Нехай 𝑓 ∈ 𝒪𝑋(𝑋) нестала голоморфна функцiя.
Тодi |𝑓 | не має максимуму на 𝑋.

Доведення. Припустiмо, що |𝑓 | має максимум на 𝑋. Тодi iснує 𝑎 ∈ 𝑋, таке що

|𝑓(𝑎)| = sup
𝑥∈𝑋
|𝑓(𝑥)| =: 𝑀.

Розгляньмо множину 𝐾 := {𝑧 ∈ C | |𝑧| 6𝑀} ⊂ C. 𝐾 компактна. Тодi 𝑓(𝑋) ⊂ 𝐾, зокрема
𝑓(𝑎) ∈ 𝐾. Отже 𝑓(𝑎) ∈ 𝜕𝐾 (границя 𝐾). Оскiльки 𝑓(𝑋) вiдкрита, 𝑓(𝑎) має мiститися у 𝐾
разом iз деяким околом. Це суперечнiсть. Отже наше припущення було невiрним й |𝑓 | не
має максимума на 𝑋. �

Теорема 4.4. Нехай 𝑋
𝑓−→ 𝑌 несталий морфiзм Рiманових поверхонь. Нехай 𝑋 компа-

ктна. Тодi 𝑓 сюр’єктивне i 𝑌 компактна також.

Доведення. Оскiльки множина 𝑓(𝑋) вiдкрита й компактна, вона вiдкрита й замкнена.
Тому 𝑓(𝑋) = 𝑌 , оскiльки 𝑌 зв’язна. �

Означення 4.5 (Елiптичнi функцiї1). Нехай Γ — це решiтка у C. Тодi мероморфна фун-
кцiя 𝑓 ∈ ℳC(C) називається подвiйно перiодичною (або елiптичною) вiдносно Γ, якщо
𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧 + 𝛾) для усiх 𝑧 ∈ C та для усiх 𝛾 ∈ Γ.

Вправа. Нехай Γ решiтка у C. Показати, що кожна нестала елiптична функцiя вiдносно
Γ набуває кожного значення 𝑏 ∈ Ĉ.

Наслiдок 4.6. Нехай 𝑋 компактна Рiманова поверхня. Тодi 𝒪𝑋(𝑋) = C.

Доведення. Нехай 𝑓 ∈ 𝒪𝑋(𝑋) й розгляньмо її як голоморфне вiдображення 𝑋 𝑓−→ C. Якщо
𝑓 нестала, тодi C має бути компактом, що є невiрним. Отже 𝑓 стала функцiя. �

Зауваження 4.7. Як ми бачили у Вправi 7 з цього випливає, що кожна мероморфна
функцiя на Ĉ рацiональна.

1див. Вправу 8
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Факт. Iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж елiптичними функцiями на C вiд-
носно Γ та мероморфними функцiями на C/Γ. Зокрема, iснують лише сталi подвiйно
перiодичнi мероморфнi функцiї на C.

Доведення. Кожна елiптична функцiя 𝑓 : C → Ĉ єдиним чином факторизується через
канонiчну проекцiю C 𝜋−→ C/Γ й отже визначає голоморфне вiдображення C/Γ→ Ĉ.

C

C/Γ

Ĉ
𝑓

//

𝜋
��

𝑓

??

Кожне голоморфне вiдображення 𝑓 : C/Γ→ Ĉ визначає 𝑓 = 𝑓 ∘ 𝜋.
Це дає шукану взаємно однозначну вiдповiднiсть. �

Вправа. Спробуйте винайти нетривiальну елiптичну функцiю вiдносно деякої решiтки.

4.2. Фундаментальна група.

Означення 4.8. Нехай𝑋 топологiчний простiр. Тодi шлях у𝑋 — це неперервне вiдображ-
ення 𝛾 : [0, 1]→ 𝑋. Точка 𝛾(0) називається початковою точкою 𝛾, точка 𝛾(1) називається
кiнцевою точкою 𝛾.

Якщо 𝛾(0) = 𝛾(1), тодi 𝛾 називається замкненим шляхом.

Означення 4.9. Топологiчний простiр 𝑋 називається лiнiйно-зв’язним якщо кожнi двi
точки 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 можуть бути поєднанi шляхом.

Нагадування 4.10. З лiнiйна зв’язностi випливає зв’язнiсть.

Вправа. Рiмановi поверхнi лiнiйно зв’язнi.
Пiдказка: Для точки 𝑥0 Рiманової поверхнi 𝑋 розгляньте множину 𝑆 усiх точок, якi
можуть бути поєднанi iз 𝑥0 за допомогою шляха. Покажiть, що множина 𝑆 непоро-
жня, замкнена та вiдкрита.

Означення 4.11. Два шляхи 𝛾, 𝛿 iз 𝑎 до 𝑏 називаються гомотопними, або гомотопно
еквiвалентними, якщо iснує неперервне вiдображення

𝐻 : [0, 1]× [0, 1]→ 𝑋,

таке що
𝐻(𝑡, 0) = 𝛾(𝑡), 𝐻(𝑡, 1) = 𝛿(𝑡) for all 𝑡 ∈ [0, 1]

𝐻(0, 𝑠) = 𝑎, 𝐻(1, 𝑠) = 𝑏 for all 𝑠 ∈ [0, 1].

Ми позначатимемо 𝛾 ∼ 𝛿 якщо 𝛾 та 𝛿 гомотопнi.

Факт. Гомотопнiсть це вiдношення еквiвалентностi на множинi усiх шляхiв iз 𝑎 до 𝑏.

Означення 4.12 (Композицiя). Нехай 𝑋 топологiчний простiр. Нехай 𝛾 шлях iз 𝑎 до 𝑏.
Нехай 𝛿 шлях iз 𝑏 до 𝑐. Визначмо

(𝛾 · 𝛿)(𝑡) =

⎧⎨⎩𝛾(2𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1
2
]

𝛿(2𝑡− 1), 𝑡 ∈ [1
2
, 1].



РIМАНОВI ПОВЕРХНI 21

Означення 4.13 (Обернений шлях). Нехай 𝑋 топологiчний шлях. Нехай 𝛾 шлях iз 𝑎 до
𝑏. Визначмо

𝛾−1(𝑡) = 𝛾(1− 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1].

Факт. Композицiя шляхiв та обернений шлях сумiснi iз гомотопною еквiвалентнiстю.
Iншими словами, якщо 𝛾 ∼ 𝛾′, 𝛿 ∼ 𝛿′ та якщо композицiї 𝛾 · 𝛿, 𝛾′ · 𝛿′ визначенi, тодi

𝛾 · 𝛿 ∼ 𝛾′ · 𝛿′, and 𝛾−1 ∼ 𝛾′−1.

Означення-Теорема 4.14 (Фундаментальна група). Нехай 𝑥0 ∈ 𝑋. Нехай 𝜋1(𝑋, 𝑥0) по-
значає множину класiв гомотопностi замкнених шляхiв iз 𝑥0 до 𝑥0. Нехай [𝛾] позначає
клас гомотопностi шляху 𝛾. Нехай [𝑥0] позначає клас гомотопностi сталого шляху

[0, 1]→ 𝑋, 𝑡 ↦→ 𝑥0.

Тодi 𝜋1(𝑋, 𝑥0) група вiдносно множення

[𝛾] · [𝛿] := [𝛾 · 𝛿],

сталий шлях [𝑥0] є нейтральним елементом вiдносно цього множення, для класу [𝛾] його
обернений даний класом [𝛾]−1 = [𝛾−1].
𝜋1(𝑋, 𝑥0) називається фундаментальною групою 𝑋 вiдносно базисної точки 𝑥0.

Доведення. Вправа. �

Факт. Якщо 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 поєднанi шляхом 𝛿 : [0, 1]→ 𝑋, тодi вiдображення

𝜋1(𝑋, 𝑎)→ 𝜋1(𝑋, 𝑏), [𝛾] ↦→ [𝛿−1 · 𝛾 · 𝛿]

є iзоморфiзмом груп.

Доведення. Вправа. �

Зауваження 4.15. Зауважмо, що цей iзоморфiзм залежить вiд 𝛿. Вiн не залежить вiд 𝛿
тодi й лише тодi, якщо 𝜋1(𝑋, 𝑎) є абелевою групою.

Означення 4.16. Лiнiйно зв’язний топологiчний простiр 𝑋 називається однозв’язним
якщо фундаментальна група 𝜋1(𝑋, 𝑎) тривiальна для якоїсь (еквiвалентно: для кожної)
точки 𝑎 ∈ 𝑋. Нехтуючи строгiстю позначень ми писатимемо 𝜋1(𝑋, 𝑎) = 0, щоб сказати що
𝜋1(𝑋, 𝑎) тривiальна.

Зауваження 4.17. 1) Фундаментальна група функторiальна. Це означає, що кожне не-
перервне вiдображення 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 iндукує гомоморфiзм груп

𝑓* : 𝜋1(𝑋, 𝑥0)→ 𝜋1(𝑌, 𝑓(𝑥0)), [𝛾] ↦→ 𝑓*([𝛾]) := [𝑓 ∘ 𝛾],

так що для двох неперервних вiдображень

𝑋
𝑓−→ 𝑌

𝑔−→ 𝑍

має мiсце
(𝑔 ∘ 𝑓)* = 𝑔* ∘ 𝑓*.
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2) Зокрема, з цього випливає, що гомеоморфнi лiнiйно-зв’язнi топологiчнi простори мають
iзоморфнi фундаментальнi групи. Тому 𝜋1(𝑋, 𝑎) (щоб бути точнiшим, її клас iзоморфiзму)
є топологiчним iнварiантом.

4.3. Класифiкацiя компактних Рiманових поверхонь з точнiстю до гомеомор-
фiзму.

Факт. Негомеоморфнi компактнi Рiмановi поверхнi мають неiзоморфнi фундаментальнi
групи.

Пояснення. Компактнi Рiмановi поверхнi є орiєнтовними компактними 2-вимiрними дiйс-
ними многовидами, тобто поверхнями. Останнi вичерпно прокласифiкованi з точнiстю до
гомеоморфiзму.

А саме, для кожного невiд’ємного цiлого числа 𝑝 iснує один й лише один клас гомео-
морфностi.

Для 𝑝 = 0 це клас гомеоморфностi сфери 𝑋 ∼= Ĉ ∼= S2, вiдповiдна фундаментальна
група 𝜋1(𝑋) тривiальна.

Для 𝑝 > 1 фундаментальна група 𝑋 задається твiрними й спiввiдношеннями

𝜋1(𝑋) ∼= ⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑝, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑝 |
𝑝∏︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑏𝑖𝑎
−1
𝑖 𝑏−1

𝑖 = 1⟩.

Ми обговоримо це бiльш детально у наступнiй лекцiї. �

4.4. Вправи.

Вправа 13. Розгляньмо наступну алгебраїчну криву у P2.

𝐶 = {⟨𝑥0, 𝑥1, 𝑥2⟩ ∈ P2 | 𝑥0𝑥22 − 𝑥31 + 𝑥30 = 0}.

0) Зауважте, що 𝐶 комплексний пiдмноговид у P2 i отже Рiманова поверхня.

1) Розглянути вiдкриту пiдмножину 𝐶(𝑥0) = {⟨𝑥0, 𝑥1, 𝑥2⟩ ∈ 𝐶 | 𝑥0 ̸= 0} у 𝐶 та двi голо-
морфнi функцiї 𝑋 = 𝑥1

𝑥0
та 𝑌 = 𝑥2

𝑥0
на 𝐶(𝑥0). Показати, що 𝑋 та 𝑌 мероморфнi функцiї на

𝐶. Знайдiть їхнi нулi й полюси.

2) Розглянути 𝑋 та 𝑌 як голоморфнi вiдображення у Ĉ i обчислити їхнi кратностi у їхнiх
нулях та полюсах.

Вправа 14. 1) Нехай 𝑎 та 𝑏 двi точки у топологiчному просторi 𝑋. Перевiрити, що
вiдношення гомотопностi є вiдношенням еквiвалентностi на множинi усiх шляхiв iз 𝑎 до 𝑏.

2) Перевiрте технiчнi деталi у означеннi фундаментальної групи даному у лекцiї. Можете
використати пiдручник з топологiї, наприклад [8].

Вправа 15. 0) Нехай 𝑋 вiдкритий диск iз радiусом 1 у C з центром о початку координат.
Показати, що 𝜋1(𝑋, 0) = 0.

1) Показати, що фундаментальна група Ĉ тривiальна. Деякi технiчнi деталi можна знайти
у [8].
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2) Обчислити фундаментальну групу комплексного тора C/Γ. Використати, що 𝜋1(S1) ∼= Z
та той факт, що фундаментальна група добутку лiнiйно зв’язних топологiчних просторiв
𝑋 та 𝑌 природно iзоморфна до добутку вiдповiдних фундаментальних груп:

𝜋1(𝑋 × 𝑌 ) ∼= 𝜋1(𝑋)× 𝜋1(𝑌 ).

Вправа 16. Так звана теорема про унiформiзацiю стверджує, що, з точнiстю до iзоморф-
iзму, iснує лише 3 однозв’язних Рiманових поверхнi, а саме Ĉ, C та вiдкритий диск у
C.

Нехай H = {𝑧 ∈ C | Im 𝑧 > 0} верхня напiвплощина iз iндукованою комплексною структу-
рою. Показати, що H однозв’язна й знайти до якого класу iзоморфiзму вона належить.

Пiдказка: Корисною може виявитися мероморфна функцiя 𝑧−𝑖
𝑖𝑧−1

на C.
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5. Лекцiя 5

5.1. Компактнi Рiмановi поверхнi як склейки правильних многокутникiв. У по-
переднiй лекцiї ми згадали, що для кожного невiд’ємного цiлого числа 𝑝 iснує один й лише
один клас гомеоморфностi 2-вимiрних дiйсних орiєнтовних компактних многовидiв.

Пояснення. Як вже згадано, для 𝑝 = 0 це клас гомеоморфностi сфери 𝑋 ∼= Ĉ ∼= S2,
вiдповiдна фундаментальна група 𝜋1(𝑋) тривiальна.

Для 𝑝 > 1 представник 𝑋 вiдповiдного класу гомеоморфностi отримується як результат
склейки правильного 4𝑝-кутника вздовж його сторiн, як показано на наступному рисунку.

𝛼1

𝛽1

𝛼−1
1

𝛽−1
1

𝛼2

𝛽2

𝛼−1
2

𝛽−1
2

𝛼𝑝

𝛽𝑝

𝛼−1
𝑝

𝛽−1
𝑝

Кожна сторона може розглядатися як шлях на площинi. Початкова та кiнцева точка по-
казанi стрiлками. Для кожного 𝑖 ми склеюємо разом, обертаючи орiєнтацiю, сторону 𝛼𝑖 iз
стороною 𝛼−1

𝑖 та сторону 𝛽𝑖 iз стороною 𝛽−1
𝑖 .

Це означає, що початкова точка сторони iз мiткою 𝛼𝑖 або 𝛽𝑖 склеюється iз кiнцевою
точкою сторони iз мiткою 𝛼−1

𝑖 або 𝛽−1
𝑖 вiдповiдно.

Аналогiчно, кiнцева точка сторони з мiткою 𝛼𝑖 або 𝛽𝑖 склеюється iз початковою точкою
сторони з мiткою 𝛼−1

𝑖 або 𝛽−1
𝑖 вiдповiдно.

Образи шляхiв 𝛼1, . . . , 𝛼𝑝, 𝛽1, . . . , 𝛽𝑝 у склейцi 𝑋 позначаються, нехтуючи строгiстю по-
значень, за допомогою тих самих символiв. Тодi шлях 𝛼−1

𝑖 дiйсно є оберненим шляхом до
шляху 𝛼𝑖, а шлях 𝛽−1

𝑖 є оберненим шляхом до 𝛽𝑖. Зауважмо, що кожен з цих шляхiв стає
замкненим шляхом з точки, що отримується склейкою усiх вершин 4𝑝-кутника.

Фундаментальна група 𝑋 породжується твiрними

{[𝛼1], . . . , [𝛼𝑝], [𝛽1], . . . , [𝛽𝑝]}

iз єдиним спiввiдношенням ∏︁
𝑖

[𝛼𝑖][𝛽𝑖][𝛼𝑖]
−1[𝛽𝑖]

−1 = 1,
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тобто

𝜋1(𝑋) ∼= ⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑝, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑝 |
∏︁
𝑖

𝑎𝑖𝑏𝑖𝑎
−1
𝑖 𝑏−1

𝑖 = 1⟩.

У цьому випадку 𝑋 гомеоморфне до повехнi бублика iз 𝑝 дiрками

або ж, що є еквiвалентним, до сфери iз 𝑝 ручками.

Спiввiдношення помiж твiрними, згадане вище, можна зрозумiти наступним чином. Не-
хай 𝑃 позначає правильний 4𝑝-кутник на площинi, згаданий вище. Розгляньмо замкнений
шлях

𝛾 = 𝛼1 · 𝛽1 · 𝛼−1
1 · 𝛽−1

1 · 𝛼2 · 𝛽2 · 𝛼−1
2 · 𝛽−1

2 · . . . · 𝛼𝑝 · 𝛽𝑝 · 𝛼−1
𝑝 · 𝛽−1

𝑝

Цей шлях стягуваний у 𝑃 , тобто гомотопний до сталого шляху.
Нехай 𝑋 топологiчний простiр отриманий у результатi склейки сторiн багатокутника 𝑃 ,

як пояснено вище. Розгляньмо вiдповiдне фактор-вiдображення 𝑃 → 𝑋, яке неперервне
за означенням фактор-топологiї. Компонуючи гомотопiю, що стягує 𝛾 у точку, iз фактор-
вiдображенням 𝑃 → 𝑋, ми отримуємо гомотопiю, яка стягує у точку образ 𝛾 у 𝑋. Це й
дає спiввiдношення

∏︀
𝑖[𝛼𝑖][𝛽𝑖][𝛼𝑖]

−1[𝛽𝑖]
−1 = 1. �

Вправа. Обчислiть 𝜋1(Ĉ), 𝜋1(C/Γ), де Γ ⊂ C решiтка.

Означення 5.1. Нехай 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 нестале голоморфне вiдображення. Тодi 𝑥 ∈ 𝑋 назива-
ється точкою розгалудження вiдображення 𝑓 , якщо не iснує околу 𝑈 точки 𝑥, такого що
вiдображення обмеження 𝑓 |𝑈 iн’єктивне.

Вiдображення 𝑓 називається нерозгалудженим, якщо воно не має точок розгалудження.

Зауваження 5.2. Точки розгалудження — це точки iз кратностями mult𝑥 𝑓 > 1. Це ви-
пливає безпосередньо iз Теореми 3.5.

Наслiдок 5.3. Нестале голоморфне вiдображення Рiманових поверхнонь 𝑓 : 𝑋 → 𝑌

нерозгалуджене тодi i лише тодi, коли воно є локальним гомеоморфiзмом.
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Приклад 5.4. 1) C→ C, 𝑧 ↦→ 𝑧𝑘. Тут 0 єдина точка розгалудження.

2) Голоморфне вiдображення C exp−−→ C* нерозгалуджене.
3) Стандартна проекцiя C→ C/Γ нерозгалуджена для кожної решiтки Γ ⊂ C.

5.2. Степiнь голоморфного вiдображення.

Теорема 5.5. Нехай 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 нестале голоморфне вiдображення компактних Рiман-
ових поверхонь. Тодi для кожного 𝑦 ∈ 𝑌 його прообраз 𝑓−1(𝑦) є скiнченною множиною,
та число

𝑑𝑦(𝑓) :=
∑︁

𝑥∈𝑓−1(𝑦)

mult𝑥 𝑓

не залежить вiд 𝑦.

Наслiдок 5.6. Якщо 𝑌 = Ĉ, тодi 𝑓 : 𝑋 → Ĉ — це мероморфна функцiя, й число нулiв 𝑓
дорiвнює числу полюсiв 𝑓 (порахованих разом iз кратнiстю).

Означення 5.7. У позначеннях Теореми 5.5 число 𝑑(𝑓) := 𝑑𝑦(𝑓) (для деякого/кожного
𝑦 ∈ 𝑋) називається степенем 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 .

Приклад 5.8. Розгляньмо мероморфну функцiю 𝑓(𝑧) = (𝑧−2)
(𝑧−3)2(𝑧−7)3

на Ĉ. Обчислiмо число
нулiв цiєї функцiї разом з кратностями i, таким чином, степiнь вiдповiдного голоморфного

вiдображення Ĉ 𝑓−→ Ĉ.
Зауважмо, що 𝑓−1(0) = {2,∞}. Оскiльки

𝑓(𝑧) = (𝑧 − 2) · 1

(𝑧 − 3)2(𝑧 − 7)3

i оскiльки
1

(𝑧 − 3)2(𝑧 − 7)3
вiдмiнна вiд нуля у точцi 𝑧 = 2, ми отримуємо

mult2 𝑓 = 1.

Оскiльки

𝑓(𝑧) =

(︂
1

𝑧

)︂4

· 𝑧4(𝑧 − 2)

(𝑧 − 3)2(𝑧 − 7)3

й 𝑧4(𝑧−2)
(𝑧−3)2(𝑧−7)3

не нуль у точцi ∞, ми отримуємо

mult∞ 𝑓 = 4.

Отже 𝑑0(𝑓) = mult2 𝑓 + mult∞ 𝑓 = 1 + 4 = 5 i тому 𝑑(𝑓) = 5.
Зауважмо, що множина полюсiв 𝑓 — це {3, 7}. Оскiльки mult3(𝑓) = 2 й mult7(𝑓) = 3,

ми маємо

mult3(𝑓) + mult7(𝑓) = 2 + 3 = 5 = 1 + 4 = mult2(𝑓) + mult∞(𝑓),

що й iлюструє твердження Наслiдка 5.6.

Наслiдок 5.9. Нехай 𝑓 ∈ ℳ(C/Γ) нестала мероморфна функцiя на торi. Тодi 𝑓 має
щонайменше 2 полюси (порахованих iз кратнiстю).

Доведення. Припустiмо, що 𝑓 має менше нiж 2 полюси.
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1) Якщо 𝑓 не має полюсiв взагалi, тодi 𝑓 голоморфна функцiя i отже, за Наслiдком 4.6,
𝑓 стала, що є суперечнiстю.

2) Якщо 𝑓 має лише один полюс, тодi для вiдповiдного голоморфного вiдображення

𝑋
𝑓−→ Ĉ точка ∞ ∈ Ĉ має лише один прообраз. Тому для довiльної точки 𝑝 ∈ Ĉ

#𝑓−1(𝑝) = #𝑓−1(∞) = 1,

що означає, що 𝑓 : 𝑋 → Ĉ бiєкцiя. Отже 𝑓 iзоморфiзм Рiманових поверхонь (див.
Наслiдок 4.2 та Теорема 4.4). Зокрема 𝑋 та Ĉ гомеоморфнi як топологiчнi простори,
що є вiдповiдає дiйсностi, оскiльки, наприклад, вони мають неiзоморфнi фундамен-
тальнi групи.

Це завершує доведення. �

Зауваження 5.10. Насправдi, ми довели навiть бiльше, а саме, на кожнiй компактнiй
Рiмановiй поверхнi, що неiзоморфна до Ĉ, несталi мероморфнi функцiї мають мати що-
найменше 2 полюси.

5.3. Вправи.

Вправа 17. Обчислiть степенi 𝑑(𝑓), 𝑑(𝑔) голоморфних вiдображень Ĉ→ Ĉ, що вiдповiда-
ють наступним мероморфним функцiям на Ĉ:

𝑓(𝑧) =
(𝑧 − 17)2

𝑧13 + 2
, 𝑔(𝑧) =

(𝑧 − 1)3

𝑧2 + 11
.

Вправа 18. Як ми вже знаємо, кожна мероморфна функцiя 𝑓 на Ĉ рацiональна, тобто

𝑓(𝑧) =
𝑃 (𝑧)

𝑄(𝑧)
, 𝑃 (𝑧), 𝑄(𝑧) ∈ C[𝑧], 𝑄(𝑧) ̸= 0.

Показати, що степiнь вiдповiдного голоморфного вiдображення 𝑓 : Ĉ→ Ĉ дорiвнює

max{deg𝑃, deg𝑄}.

Вправа 19. Знайти усi точки розгалудження морфiзма 𝑔 iз Вправи 17.

Вправа 20. 1) Нехай 𝑎 комплексне число. Нехай 𝑓 мероморфна функцiя на Ĉ iз єдиним
полюсом кратностi 1 у 𝑎. Показати, що

𝑓(𝑧) = 𝜇+
𝜆

𝑧 − 𝑎
для деякого ненульового комплексного числа 𝜆 та деякого 𝜇 ∈ C.

2) Розгляньте мероморфну функцiю 𝑓(𝑧) = cos(𝑧)
𝑧

on C. Знайдiть усi нулi й полюси 𝑓 та
вiдповiднi кратностi. Порiвняйте вашi результати iз твердженнями з лекцiї.
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6. Лекцiя 6

6.1. Степiнь голоморфного вiдображення: деталi.

Доведення Теореми 5.5. Зауважмо спочатку, що 𝑓−1(𝑦) має бути дискретною множиною за
Теоремою 2.9. Оскiльки 𝑋 компактна, то за тiєю ж теоремою 𝑓−1(𝑦) має бути скiнченною
множиною. Розгляньмо тепер функцiю

𝑌 → Z, 𝑦 ↦→ 𝑑𝑦(𝑓).

Ми покажемо, що ця функцiя локально стала. Оскiльки 𝑌 зв’язна, з цього випливатиме,
що 𝑑𝑦(𝑓) стала функцiя.

𝑥1 𝑈1𝑊1

𝑥2 𝑈2𝑊2

𝑥3 𝑈3𝑊3

𝑥𝑛 𝑈𝑛𝑊𝑛

𝑈𝑦

Нехай 𝑦 ∈ 𝑌 . Нехай 𝑓−1(𝑦) = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}. Позначмо 𝑚𝑖 = mult𝑥𝑖 𝑓 . Для кожного 𝑖 =

1, . . . , 𝑛, нехай 𝑈𝑖 буде вiдкритим околом 𝑥𝑖, таким що 𝑓 |𝑈𝑖
: 𝑈𝑖 → 𝑓(𝑈𝑖) має форму 𝑧 ↦→ 𝑧𝑚𝑖

(у пiдходящих картах). Зменшуючи 𝑈𝑖, ми можемо припустити, що 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 = ∅ для 𝑖 ̸= 𝑗.
Оскiльки 𝑋 компактна, 𝑓 є замкненим вiдображенням, тобто образ замкненої множи-

ни замкнений. Тому 𝑓(𝑋 ∖
𝑛∐︀
𝑖=1

𝑈𝑖) замкнена. Оскiльки 𝑦 мiститься у її доповненнi, що є

вiдкритим, iснує вiдкрита множина 𝑈 , 𝑦 ∈ 𝑈 , така що 𝑈 ⊂ 𝑌 ∖ 𝑓(𝑋 ∖
𝑛∐︀
𝑖=1

𝑈𝑖). Звiдси випли-

ває, що 𝑓−1(𝑈) ⊂
𝑛∐︀
𝑖=1

𝑈𝑖.

Покладiмо 𝑊𝑖 = 𝑓−1(𝑈) ∩ 𝑈𝑖, тодi 𝑓−1(𝑈) =
𝑛∐︀
𝑖=1

𝑊𝑖.

Для кожного 𝑝 ∈ 𝑈 ∖ {𝑦} та для кожного 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑝) кратнiсть mult𝑥 𝑓 дорiвнює 1. Тому

𝑑𝑝(𝑓) =
∑︀

𝑥∈𝑓−1(𝑝)

mult𝑥 𝑓 =
𝑛∑︀
𝑖=1

#(𝑓−1(𝑝) ∩𝑊𝑖) =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑚𝑖.

З iншого боку, 𝑑𝑦(𝑓) =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑚𝑖 також.

Це демонструє, що 𝑑𝑝(𝑓) стала на 𝑈 , отже локально стала, що завершує доведення. �

6.2. Дивiзори. Нехай 𝑋 компактна Рiманова поверхня.

Означення 6.1. Нехай Div(𝑋) вiльна абелева група породжена точками 𝑋. Ця група
називається групою дивiзорiв Рiманової поверхнi 𝑋.
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Елементи Div(𝑋) — це лiнiйнi комбiнацiї∑︁
𝑥∈𝑋

𝑛𝑥 · 𝑥, 𝑛𝑥 ∈ Z, скiнченна кiлькiсть 𝑛𝑥 ̸= 0.

Для дивiзора
𝐷 =

∑︁
𝑥∈𝑋

𝑛𝑥 · 𝑥

нехай 𝐷(𝑥) := 𝑛𝑥. Таким чином дивiзори ототожнюються iз функцiями 𝑋 → Z зi скiнчен-
ним носiєм.

Нехай deg𝐷 =
∑︀

𝑥∈𝑋 𝑛𝑥 степiнь 𝐷.
Зауважмо, що

deg : Div𝑋 → Z, 𝐷 ↦→ deg𝐷

є гомоморфiзмом груп. Його ядро складається iз усiх дивiзорiв степеня нуль й позначає-
ться Div0(𝑋).

Нехай 𝑓 ∈ℳ𝑋(𝑋) вiдмiнна вiд нуля мероморфна функцiя. Ототожнюючи 𝑓 з вiдповiд-
ним голоморфним вiдображенням 𝑋 → Ĉ, для 𝑝 ∈ 𝑋 визначмо

ord𝑝 𝑓 :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
mult𝑝 𝑓, якщо 𝑓(𝑝) = 0

−mult𝑝 𝑓, якщо 𝑓(𝑝) =∞
0, у протилежному випадку.

Зауважмо, що з цього означення випливає, що mult𝑝 𝜆 = 0 для ненульової сталої функцiї
𝜆 ∈ C*. Корисно покласти ord𝑝 0 =∞.

Число ord𝑝 𝑓 називається порядком 𝑝 вiдносно 𝑓 . Отже точки з додатними порядками
є нулями 𝑓 , точки з вiд’ємними порядками є полюсами 𝑓 , точки порядку нуль не є нi
нулями, нi полюсами 𝑓 .

Означення 6.2. Для мероморфної ненульової функцiї 𝑓 ∈ℳ𝑋(𝑋) покладiмо

(𝑓) :=
∑︁
𝑥∈𝑋

(ord𝑥 𝑓) · 𝑥 ∈ Div𝑋.

Дивiзори такої форми називаються головними дивiзорами.

Зауваження 6.3. Зауважмо, що (𝑓) несе у собi усю iнформацiю про нулi та полюси
мероморфної функцiї 𝑓 .

Спостереження. (𝑓 · 𝑔) = (𝑓) + (𝑔), (1/𝑓) = −(𝑓).

Таким чином множина головних дивiзорiв є пiдгрупою у Div𝑋, ця пiдгрупа позначає-
ться PDiv𝑋. Оскiльки за Теоремою 5.5 𝑑0(𝑓) = 𝑑∞(𝑓), ми маємо deg(𝑓) = 0 для кожної
мероморфної функцiї 𝑓 на 𝑋. Тому PDiv𝑋 пiдгрупа у Div0(𝑋) й ми отримуємо включення
груп

PDiv𝑋 ⊂ Div0𝑋 ⊂ Div𝑋.

Фактор-група
Pic(𝑋) := Div𝑋/PDiv𝑋

називається групою Пiкара Рiманової поверхнi 𝑋. Її елементи називаються класами дивi-
зорiв.

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BC%D1%96%D0%BB%D1%8C_%D0%9F%D1%96%D0%BA%D0%B0%D1%80 
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Група

Pic0(𝑋) := Div0𝑋/PDiv𝑋,

яка є пiдгрупою Pic𝑋, називається обмеженою групою Пiкара.

6.3. Лiнiйна еквiвалентнiсть дивiзорiв. Ми казатимемо, що два дивiзори 𝐷 та 𝐷′

лiнiйно еквiвалентнi й писатимемо 𝐷 ∼ 𝐷′, якщо 𝐷 та 𝐷′ представляють той самий клас
у Pic𝑋, iншими словами, якщо 𝐷 −𝐷′ = (𝑓) для деякої мероморфної функцiї 𝑓 .

Оскiльки PDiv𝑋 мiститься у ядрi гомоморфiзма степенi, ми отримуємо гомоморфiзм
факторизацiї

Pic𝑋 → Z, [𝐷] ↦→ deg𝐷,

який, нехтуючи строгiстю позначень, також позначатиметься deg.

Div𝑋

Pic𝑋

Z
deg

//

�� �� ∃! deg

??

Нехай 𝐷,𝐷′ ∈ Div𝑋. Ми казатимемо, що 𝐷 > 𝐷′ або 𝐷′ 6 𝐷, якщо

𝐷(𝑥) > 𝐷′(𝑥) для всiх 𝑥 ∈ 𝑋.

Нехай 𝐷 ∈ Div𝑋 й нехай 𝑈 ⊂ 𝑋 вiдкрита пiдмножина. Визначмо

𝒪𝐷(𝑈) := 𝒪𝑋(𝐷)(𝑈) := {𝑓 ∈ℳ𝑋(𝑈) | ord𝑥 𝑓 > −𝐷(𝑥) для всiх 𝑥 ∈ 𝑈}.

Цим визначається пучок на 𝑋, який позначається 𝒪𝑋(𝐷). Це пучок 𝒪𝑋-модулiв, зокрема
це означає, що 𝒪𝑋(𝐷)(𝑈) є 𝒪𝑋(𝑈)-модулем для кожної вiдкритої пiдмножини 𝑈 ⊂ 𝑋.

Дiйсно, для 𝑓 ∈ 𝒪𝑋(𝐷)(𝑈) та 𝑢 ∈ 𝒪𝑋(𝑈) виконується ord𝑥(𝑢𝑓) = ord𝑥 𝑢 + ord𝑥 𝑓 .
Оскiльки ord𝑥 𝑢 > 0, ми робимо висновок, що ord𝑥(𝑢𝑓) > ord𝑥 𝑓 > −𝐷(𝑥), тобто 𝑢 · 𝑓 ∈
𝒪𝑋(𝐷)(𝑈).

Якщо 𝑉 ⊂ 𝑈 двi вiдкрити множини, тодi вiдображення обмеження є гомоморфiзмом
(абелевих груп)

𝒪𝑋(𝐷)(𝑈)→ 𝒪𝑋(𝐷)(𝑉 ), 𝑓 ↦→ 𝑓 |𝑉 ,

яке сумiсне з структурою модуля, тобто

(𝑢 · 𝑓)|𝑉 = 𝑢|𝑉 · 𝑓 |𝑉 , 𝑢 ∈ 𝒪𝑋(𝑈), 𝑓 ∈ 𝒪𝑋(𝐷)(𝑈).

Зауваження 6.4. 𝒪𝑋(0) = 𝒪𝑋 , тобто 𝒪𝑋(0)(𝑈) = 𝒪𝑋(𝑈) для усiх вiдкритих пiдмножин
𝑈 ⊂ 𝑋.

6.4. Вправи.

Вправа 21. Обчислити головнi дивiзори (𝑓), (𝑔) наступних мероморфних функцiй на Ĉ
(див. Вправу 17):

𝑓(𝑧) =
(𝑧 − 17)2

𝑧13 + 2
, 𝑔(𝑧) =

(𝑧 − 1)3

𝑧2 + 11
.
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Вправа 22. У Вправi 13 ми розглядали двi мероморфнi функцiї 𝑋 = 𝑥1
𝑥0

та 𝑌 = 𝑥2
𝑥0

на
Рiмановiй поверхнi

𝐶 = {⟨𝑥0, 𝑥1, 𝑥2⟩ ∈ P2 | 𝑥0𝑥22 − 𝑥31 + 𝑥30 = 0}.
Обчислити вiдповiднi головнi дивiзори (𝑋) та (𝑌 ).

Вправа 23. Показати, що Pic0 Ĉ = 0, тобто PDiv𝑋 = Div0𝑋. Зробити висновок, що
Pic Ĉ ∼= Z.

Означення. Нехай 𝐷 ∈ Div𝑋. Тодi

ℒ(𝐷) := 𝒪𝑋(𝐷)(𝑋) = {𝑓 ∈ℳ𝑋(𝑋) | ord𝑥 𝑓 > −𝐷(𝑥) for all 𝑥 ∈ 𝑋}

називається простором Рiмана-Роха дивiзора 𝐷. Це векторний простiр над C.

Вправа 24. Розглянути комплексний тор 𝑋 = C/Γ, Γ = Z + Z · 3𝑖. Обчислити ℒ(𝐷) для

𝐷 = 𝑝, 𝑝 = [4 + 5𝑖] ∈ 𝑋;

𝐷 = 𝑝− 𝑞, 𝑝 = [8], 𝑞 = [2𝑖].

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%91%D0%B5%D1%80%D0%BD%D0%B3%D0%B0%D1%80%D0%B4_%D0%A0%D1%96%D0%BC%D0%B0%D0%BD
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D2%90%D1%83%D1%81%D1%82%D0%B0%D0%B2_%D0%A0%D0%BE%D1%85
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7. Лекцiя 7

7.1. Дивiзори та обертовнi пучки 𝒪𝑋-модулiв.

Твердження 7.1. Нехай 𝐷,𝐷′ ∈ Div𝑋. Припустiмо 𝐷 ∼ 𝐷′, тодi пучки 𝒪𝑋-модулiв
𝒪𝑋(𝐷) та 𝒪𝑋(𝐷′) iзоморфнi.

Зауваження 7.2. 𝒪𝑋(𝐷) ∼= 𝒪𝑋(𝐷) означає, що для кожної вiдкритої пiдмножини 𝑈 ⊂ 𝑋

iснує iзоморфiзм 𝒪𝑋(𝑈)-модулiв

𝒪𝑋(𝐷)(𝑈)
𝜂(𝑈)−−→ 𝒪𝑋(𝐷′)(𝑈)

сумiсний iз вiдображеннями обмеження, тобто для включення вiдкритих пiдмножин 𝑊 ⊂
𝑈 ⊂ 𝑋

𝜂(𝑈)(𝑠)|𝑊 = 𝜂(𝑊 )(𝑠|𝑊 ) для кожного 𝑠 ∈ 𝒪𝑋(𝐷)(𝑈),

або ж, еквiвалентно, iснує комутативна дiаграма

𝒪𝑋(𝐷)(𝑈) 𝒪𝑋(𝐷′)(𝑈)

𝒪𝑋(𝐷)(𝑊 ) 𝒪𝑋(𝐷′)(𝑊 ),

𝜂(𝑈)
//

𝜂(𝑊 )
//

𝜌𝑈𝑊

��

𝜌𝑈𝑊

��

де 𝜌𝑈𝑊 позначає вiдображення обмеження 𝑠 ↦→ 𝑠|𝑊 .

Доведення Твердження 7.1. 𝐷 ∼ 𝐷′ означає 𝐷 − 𝐷′ = (𝑠) для деякого 𝑠 ∈ ℳ𝑋(𝑋). Тодi
для кожної вiдкритої пiдмножини 𝑈 ⊂ 𝑋 та 𝑓 ∈ 𝒪𝑋(𝐷)(𝑈) (тобто ord𝑥 𝑓 > −𝐷(𝑥) для
кожного 𝑥 ∈ 𝑋) ми отримуємо

ord𝑥(𝑠|𝑈 · 𝑓) = ord𝑥(𝑠) + ord𝑥 𝑓 > ord𝑥 𝑠−𝐷(𝑥) = ord𝑥 𝑠− (𝐷′ + (𝑠))(𝑥) = −𝐷′(𝑥),

а отже вiдображення

𝒪𝑋(𝐷)(𝑈)
𝜂(𝑈)−−→ 𝒪𝑋(𝐷′)(𝑈), 𝑓 ↦→ 𝑠|𝑈 · 𝑓

коректно визначене. Ми бачимо, що це iзоморфiзм 𝒪𝑋(𝑈)-модулiв з оберненим вiдображ-
енням 𝑔 ↦→ 𝑠−1|𝑈 ·𝑔. Тому 𝜂(𝑈) iзоморфiзм. Сумiснiсть iз обмеженнями має мiсце також. �

Зауваження 7.3. Навiть бiльше має мiсце. Нехай 𝐷,𝐷′ ∈ Div𝑋. Тодi пучки 𝒪𝑋-модулiв
𝒪𝑋(𝐷) та 𝒪𝑋(𝐷′) iзоморфнi тодi й лише тодi 𝐷 ∼ 𝐷′.

Вправа. Спробуйте довести це. Можете спробувати наступнi кроки.

1) Зауважте, що, для достатньо малого 𝑈 ⊂ 𝑋, 𝒪𝑋(𝑈)-модуль 𝒪𝑋(𝐷)(𝑈) iзоморфний
до 𝒪𝑋(𝑈). Це означає, що 𝒪𝑋(𝐷) є так званим обертовним пучком (лiнiйним роз-
шаруванням).

2) Нехай 𝑅 — це довiльна C-алгебра. Зауважте, що задання гомоморфiзму 𝑅-модулiв
𝑅→ 𝑅 є еквiвалентним до вибору елемента 𝑟 ∈ 𝑅 (образа 1 ∈ 𝑅).

3) Використовуючи попереднi спостереження, показати, що кожен iзоморфiзм 𝜂(𝑈) :

𝒪𝑋(𝐷)(𝑈)→ 𝒪𝑋(𝐷′)(𝑈) має форму 𝑓 ↦→ 𝑠 · 𝑓 , 𝑠 ∈ℳ𝑋(𝑈), для достатньо малого 𝑈 .
4) Проаналiзуйте ситуацiю й отримайте шукане твердження.
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Твердження 7.4. Нехай 𝐷 ∈ Div𝑋 дивiзор на компактнiй Рiмановiй поверхнi 𝑋. Тодi
𝒪𝑋(𝐷) обертовний пучок, тобто для кожної точки 𝑥 ∈ 𝑋 iснує вiдкритий окiл 𝑈

точки 𝑥, такий що 𝒪𝑋(𝐷)|𝑈 ∼= 𝒪𝑋 |𝑈 . Зокрема, це означає, що для кожної вiдкритої
пiдмножини 𝑉 ⊂ 𝑈 iснує iзоморфiзм 𝒪𝑋(𝑉 )-модулiв

𝜂(𝑉 ) : 𝒪𝑋(𝐷)(𝑉 )→ 𝒪𝑋(𝑉 )

сумiсний iз вiдображеннями обмеження.

Доведення. Достатньо знайти локально навколо кожної точки 𝑥 мероморфну функцiю
𝐺 ∈ℳ𝑋(𝑈) iз ord𝑦 𝑓 = −𝐷(𝑦) для 𝑦 ∈ 𝑈 . Тодi вiдображення

𝒪𝑋(𝐷)(𝑉 )→ 𝒪𝑋(𝑉 ), 𝑓 ↦→ 𝐺−1 · 𝑓,

є шуканими iзоморфiзмами. �

7.2. Простiр Рiмана-Роха.

Означення 7.5. Нехай 𝐷 ∈ Div𝑋. Тодi

ℒ(𝐷) := 𝒪𝑋(𝐷)(𝑋) = {𝑓 ∈ℳ𝑋(𝑋) | ord𝑥 𝑓 > −𝐷(𝑥)}

називається простором Рiмана-Роха дивiзора 𝐷. Це векторний простiр над C.

Приклад 7.6. 1) Нехай 𝐷 = 𝑎 для деякого 𝑎 ∈ 𝑋. Тодi

ℒ(𝐷) =

{︂
𝑓 ∈ℳ𝑋(𝑋)

⃒⃒⃒⃒
𝑓 має щонайбiльше 1 полюс кратностi 1 й
цей полюс може бути лише у точцi 𝑎

}︂
.

2) Нехай 𝐷 = 𝑛 · 𝑎 для деякого 𝑎 ∈ 𝑋 i додатного цiлого числа 𝑛. Тодi

ℒ(𝐷) =

⎧⎨⎩𝑓 ∈ℳ𝑋(𝑋)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑓 має щонахбiльше 1 полюс кратностi що-

найбiльше 𝑛 i цей полюс може бути лише
у точцi 𝑎

⎫⎬⎭ .

3) Нехай 𝐷 = −𝑛 · 𝑎 для деякого 𝑎 ∈ 𝑋 i додатного цiлого числа 𝑛. Тодi

ℒ(𝐷) =

{︂
𝑓 ∈ℳ𝑋(𝑋)

⃒⃒⃒⃒
𝑓 не має полюсiв i обов’язково має нуль
кратностi щонайменше 𝑛 у точцi 𝑎

}︂
.

Виявляється,що простори Рiмана-Роха скiнченновимiрнi.

Теорема 7.7. dimℒ(𝐷) <∞ для довiльного 𝐷 ∈ Div𝑋.

Позначення. 𝑙(𝐷) := dimC ℒ(𝐷).

Iдея доведення. Ми слiдуватимемо наступним крокам.

1) 𝑙(𝐷) = 0 для 𝐷 iз deg𝐷 < 0, 𝑙(0) = 1.
2) Якщо 𝐷′ = 𝐷 + 𝑎 для деякого 𝑎 ∈ 𝑋, то iснує включення векторних просторiв
ℒ(𝐷) ⊂ ℒ(𝐷′) та dimℒ(𝐷′)/ℒ(𝐷) 6 1.

3) Отже, за iндукцiєю, dimℒ(𝐷) <∞ для кожного дивiзора 𝐷.

�

Приклад 7.8. 1) Нехай 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑋, 𝑝 ̸= 𝑞.
(a) Якщо 𝐷 = 𝑝, тодi 𝑙(𝐷) 6 2, бо 𝐷 = 0 + 𝑝 й 𝑙(0) = 1.

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%91%D0%B5%D1%80%D0%BD%D0%B3%D0%B0%D1%80%D0%B4_%D0%A0%D1%96%D0%BC%D0%B0%D0%BD
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D2%90%D1%83%D1%81%D1%82%D0%B0%D0%B2_%D0%A0%D0%BE%D1%85
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(b) Якщо 𝐷 = −𝑝, тодi 𝑙(𝐷) = 0.
(c) Якщо 𝐷 = 𝑝− 𝑞, тодi 𝑙(𝐷) 6 1, бо 𝐷 = (−𝑞) + 𝑝 й 𝑙(−𝑞) = 0.

2) Нехай 𝑋 = C/Γ комплексних тор. Тодi 𝑙(𝑝) = 1 для кожного 𝑝 ∈ 𝑋.
3) Нехай 𝑋 = Ĉ. Тодi 𝑙(𝑝) = 2 для кожного 𝑝 ∈ 𝑋.

7.3. Вправи.

Вправа 25. Нехай𝐷 та𝐷′ два дивiзори на компактнiй Рiмановiй поверхнi𝑋. Припустiмо,
що пучки 𝒪𝑋-модулiв 𝒪𝑋(𝐷) та 𝒪𝑋(𝐷′) iзоморфнi за допомогою iзоморфiзма

𝜂 : 𝒪𝑋(𝐷)→ 𝒪𝑋(𝐷′).

Довести, що з цього випливає, що 𝐷 та 𝐷′ лiнiйно еквiвалентнi.
Можете спробувати наступнi кроки.

1) Нехай 𝑅 — це довiльна C-алгебра. Зауважте, що задання гомоморфiзму 𝑅-модулiв
𝑅→ 𝑅 є еквiвалентним до вибору елемента 𝑟 ∈ 𝑅 (образа 1 ∈ 𝑅).

2) Використовуючи попереднє спостереження i той факт, що обидва пучки 𝒪𝑋(𝐷) та
𝒪𝑋(𝐷′) обертовнi, показати, що кожен iзоморфiзм 𝜂(𝑈) : 𝒪𝑋(𝐷)(𝑈) → 𝒪𝑋(𝐷′)(𝑈)

має форму 𝑓 ↦→ 𝑠 · 𝑓 , 𝑠 ∈ℳ𝑋(𝑈), для достатньо малого 𝑈 .
3) Проаналiзуйте ситуацiю i зробiть висновок, що 𝜂 глобально має форму 𝑓 ↦→ 𝑠 · 𝑓

для мероморфної функцiї 𝑠 ∈ ℳ𝑋(𝑋). Використовуючи це, отримайте необхiдне
твердження.

Вправа 26. Нехай 𝑋 = Ĉ.

1) Обчислiть простiр Рiмана-Роха ℒĈ(𝐷) для

𝐷 = 𝑛 · 𝑝, 𝑝 = 0 ∈ 𝑋, 𝑛 ∈ Z.

2) Зауважте, що Вправа 23 говорить, що два дивiзори на Ĉ лiнiйно еквiвалентнi тодi i
лише тодi, якщо вони мають однаговий степiнь, зокрема для кожного дивiзора 𝐷 на Ĉ й
кожного 𝑝 ∈ Ĉ

𝐷 ∼ deg𝐷 · 𝑝.

У лекцiї ми згадали, що еквiвалентнi дивiзори мають iзоморфнi простори Рiмана-Роха.
Якщо 𝐷 −𝐷′ = (𝑠) для деякої 𝑠 ∈ℳ𝑋(𝑋), тодi iзоморфiзм заданий вiдображенням

ℒ(𝐷) −→ ℒ(𝐷′), 𝑓 ↦→ 𝑠 · 𝑓.

Використовуючи це та вашi обчислення iз частини 1) цiєї вправи, обчислiть простiр Рiмана-
Роха ℒ(𝐷) для наступних дивiзорiв.

𝐷 = 𝑝, 𝑝 = 5 + 2𝑖;

𝐷 = 𝑝− 𝑞, 𝑝 = 3, 𝑞 = 4− 𝑖;

𝐷 = 2𝑝+ 3𝑞 − 18𝑟, 𝑝 = 6− 2𝑖, 𝑞 = 47𝑖, 𝑟 = 356− 3𝑖;

𝐷 = 2 · 𝑥1 + 8 · 𝑥2 − 6 · 𝑥3 − 3 · 𝑥4, 𝑥1 = 11𝑖, 𝑥2 = (2− 𝑖), 𝑥3 = 44, 𝑥4 =∞.



36 ОЛЕКСАНДР ЄНА

3) Перевiрити, якi з наступних дивiзорiв на Ĉ є лiнiйно еквiвалентними i описати iзоморф-
iзми вiдповiдних просторiв Рiмана-Роха для пар лiнiйно еквiвалентних дивiзорiв.

𝐷1 = 3 · (5 + 8𝑖) + 27 · (1− 𝑖)− 6 · (8𝑖), 𝐷2 = 5 · (𝑖), 𝐷3 = 7 · (28 + 3𝑖)− 1 · (𝑖)− 1 · (48),

𝐷4 = 4 · (18) + 20 · (33𝑖), 𝐷5 = 3 · (16 + 11𝑖).

Вправа 27. 1) Нехай 𝐷 дивiзор на компактнiй Рiмановiй поверхнi. Нехай ℒ(𝐷) його
простiр Рiмана-Роха. У лекцiї ми бачили, що ℒ(𝐷) скiнченновимiрний простiр над C.
У випадку deg𝐷 > 0, використовуючи наше доведення, отримати наступну оцiнку для
розмiрностi 𝑙(𝐷) простору ℒ(𝐷):

𝑙(𝐷) 6 deg𝐷 + 1.

2) Нехай 𝑋 = Ĉ i нехай 𝐷 ∈ Div Ĉ дивiзор iз невiд’ємним степенем. Показати, що попере-
дня нерiвнiсть стає рiвнiстю у цьому випадку, тобто

𝑙(𝐷) = deg𝐷 + 1.

Пiдказка: Достатньо знайти deg𝐷 + 1 лiнiйно незалежних мероморфних функцiй iз
простору ℒ(𝐷). Використайте Вправу 26.

Вправа 28. Визначмо 𝑋 = {⟨𝑥0, 𝑥1, 𝑥2⟩ ∈ P2 | 𝑥21 − 𝑥0𝑥2 = 0}. Тодi 𝑋 — це 1-вимiрний
комплексний пiдмноговид у P2. Нехай 𝑝 = ⟨0, 0, 1⟩ ∈ 𝑋, нехай 𝐷 = 𝑝. Обчислiть 𝑙(𝐷) =

dimC ℒ(𝐷).
Пiдказка: Дослiдiть вiдображення P1 −→ 𝑋, ⟨𝑠, 𝑡⟩ ↦→ ⟨𝑠2, 𝑠𝑡, 𝑡2⟩.
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8. Лекцiя 8

8.1. Простори Рiмана-Роха скiнченновимiрнi. Минулого разу ми дали iдею доведе-
ння Теореми 7.7. Наведiмо тепер повне доведення.

Доведення Теореми 7.7. 1) Нехай deg𝐷 < 0. Припусiтiмо, що 𝑙(𝐷) ̸= 0, тодi ℒ(𝐷) ̸= 0.
Вiзьмiмо довiльну вiдмiнну вiд нуля мероморфну функцiю 𝑓 ∈ ℒ(𝐷) ⊂ ℳ𝑋(𝑋).
Тодi (𝑓) > −𝐷 i, зокрема, deg 𝑓 > deg(−𝐷) = − deg𝐷 > 0. Це суперечнiсть.

Оскiльки ℒ(0) = 𝒪𝑋(𝑋) = C, маємо 𝑙(0) = 1.
Це дає базу iндукцiї.

2) Нехай 𝐷 ∈ Div𝑋, нехай 𝑎 ∈ 𝑋, нехай 𝐷′ = 𝐷 + 𝑎. Тодi 𝐷′ > 𝐷 й отже −𝐷(𝑥) >

−𝐷′(𝑥) та ℒ(𝐷) ⊂ ℒ(𝐷′).
Оберiмо карту 𝜙 : 𝑈 → 𝑉 навколо 𝑎, так щоб 𝜙(𝑎) = 0. Для кожного 𝑓 ∈ ℒ(𝐷′)

покладiмо 𝑓𝜙 := 𝑓 |𝑈 ∘𝜙−1. Тодi 𝑓𝜙 мероморфна функцiя на 𝑉 . Розгляньмо її ряд Ло-
рана у точцi 0. Оскiльки 𝑓 ∈ ℒ(𝐷′), 𝑓𝜙 може мати у 0 полюс кратностi щонайбiльше
𝐷′(𝑎) = 1 +𝐷(𝑎) = 1 + 𝑑, де 𝑑 = 𝐷(𝑎). Таким чином

𝑓𝜙(𝑧) = 𝑎−𝑑−1(𝑓) · 𝑧−𝑑−1 + 𝑎−𝑑 · 𝑧−𝑑 + · · · =
∞∑︁

𝑖=−𝑑−1

𝑎𝑖(𝑓) · 𝑧𝑖, 𝑎𝑖(𝑓) ∈ C

навколо точки 0.
Розгляньмо тепер ℒ(𝐷′)

𝜉−→ C, 𝑓 ↦→ 𝑎−𝑑−1(𝑓). Це лiнiйне вiдображення. Його
ядро спiвпадає iз ℒ(𝐷). Отже ℒ(𝐷′)/ℒ(𝐷) = ℒ(𝐷′)/ ker 𝜉 ∼= Im 𝜉 ⊂ C а значить
dimC ℒ(𝐷′)/ℒ(𝐷) 6 1.

3) Зауважмо, що кожен дивiзор 𝐷′ може бути записаний у формi 𝐷′ = 𝐷 + 𝑎 для
деякого 𝑎 ∈ 𝑋 та 𝐷 ∈ Div𝑋. Зокрема deg𝐷 < deg𝐷′. Це дає крок iндукцiї.

Це завершує доведення. �

8.2. Шари структурного пучка. Нехай 𝑎 ∈ 𝑋. Розгляньмо множину пар

{(𝑈, 𝑓) | 𝑈 ⊂ 𝑋 вiдкрита, 𝑎 ∈ 𝑈, 𝑓 ∈ 𝒪𝑋(𝑈)}.

Визначмо вiдношення

(𝑈, 𝑓) ∼ (𝑉, 𝑔)
𝑑𝑓⇐⇒ ∃ вiдкрита 𝑊 ⊂ 𝑈 ∩ 𝑉 , 𝑎 ∈ 𝑊 , така що 𝑓 |𝑊 = 𝑔|𝑊 .

Факт. “∼” є вiдношенням еквiвалентностi.

Доведення. Вправа. �

Означення 8.1. Множина класiв еквiвалентностi позначається𝒪𝑋,𝑎 i називається шаром
структурного пучка 𝒪𝑋 у точцi 𝑎.

Ми писатимемо [(𝑈, 𝑓)] або [𝑈, 𝑓 ] для класу еквiвалентностi пари (𝑈, 𝑓). Нехтуючи стро-
гiстю позначень, ми також писатимемо 𝑓𝑎, що означає клас еквiвалентностi голоморфної
функцiї 𝑓 , яка визначена у деякому околi 𝑎. Цей клас еквiвалентностi називається рос-
тком пари (𝑈, 𝑓) (або просто ростком 𝑓) у точцi 𝑎.

Факт. 𝒪𝑋,𝑎 є C-алгеброю iз операцiями визначеними наступним чином

𝑓𝑎 + 𝑔𝑎 = (𝑓 + 𝑔)𝑎, 𝑓𝑎 · 𝑔𝑎 = (𝑓𝑔)𝑎, 𝜆 · 𝑓𝑎 = (𝜆𝑓)𝑎.

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%27%D1%94%D1%80_%D0%90%D0%BB%D1%8C%D1%84%D0%BE%D0%BD%D1%81_%D0%9B%D0%BE%D1%80%D0%B0%D0%BD
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%27%D1%94%D1%80_%D0%90%D0%BB%D1%8C%D1%84%D0%BE%D0%BD%D1%81_%D0%9B%D0%BE%D1%80%D0%B0%D0%BD
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Доведення. Вправа. �

Факт (Модельний приклад). 𝒪C,𝑎 ∼= C{𝑧 − 𝑎} ∼= C{𝑧} (збiжний ряд).

Доведення. Визначмо

𝒪C,𝑎 ↦→ C{𝑧 − 𝑎}, [𝑈, 𝑓 ] ↦→ розклад Тейлора функцiї 𝑓 у точцi 𝑎: 𝑓(𝑧) =
∑︁
𝑖>0

𝑐𝑖(𝑧 − 𝑎)𝑖.

Це дає шуканий iзоморфiзм. �

Оскiльки кожна Рiманова поверхня локально iзоморфна до C, ми робимо визновок, що
𝒪𝑋,𝑎 ∼= C{𝑧} для кожного 𝑎 ∈ 𝑋. Дiйсно, зафiксуймо карту 𝜙 : 𝑈 → 𝑉 around 𝑎 ∈ 𝑋. Тодi

𝒪𝑋,𝑎 → 𝒪C,𝜙(𝑎), 𝑓𝑎 ↦→ (𝑓 ∘ 𝜙−1)𝜙(𝑎)

дає iзоморфiзм C-алгебр 𝒪𝑋,𝑎 ∼= 𝒪C,𝜙(𝑎) ∼= C{𝑧}.
Розгляньмо гомоморфiзм обчислення

ev : 𝒪𝑋,𝑎 → C, 𝑓𝑎 ↦→ 𝑓(𝑎).

Його ядро — це iдеал m𝑋,𝑎 ⊂ 𝒪𝑋,𝑎, що визначений як

m𝑋,𝑎 = {[𝑈, 𝑓 ] ∈ 𝒪𝑋,𝑎 | 𝑓(𝑎) = 0}.

Оскiльки 𝒪𝑋,𝑎/m𝑋,𝑎
∼= C i C є полем, робимо висновок, що m𝑋,𝑎 максимальний iдеал

алгебри 𝒪𝑋,𝑎.

Факт. m𝑋,𝑎 єдиний максимальний iдеал 𝒪𝑋,𝑎. У такому випадки кажуть, що 𝒪𝑋,𝑎 є
локальною алгеброю (або локальним кiльцем) Рiманової поверхнi 𝑋 у точцi 𝑎.

Зауваження 8.2. Нагадаймо, що кiльце з єдиним максимальним iдеалом називається
локальним.

Пiд дiєю iзоморфiзма 𝒪𝑋,𝑎 ∼= C{𝑧} iдеал m𝑋,𝑎 переходить у iдеал у C{𝑧}, що складається
iз усiх збiжних рядiв iз тривiальним (нульовим) вiльним членом, тобто головний iдеал ⟨𝑧⟩,
породжений елементом 𝑧.

Зауваження 8.3. Зауважмо, що C{𝑧} є областю головних iдеалiв, тобто усi iдеали є
головними, тобто породженними одним елементом. Бiльше того, кожен iдеал у C{𝑧} має
форму ⟨𝑧𝑚⟩ для деякого 𝑚 > 0.

Доведення. Вправа. �

8.3. Кодотичний простiр. Нехай m2
𝑋,𝑎 iдеал породжений добутками 𝑠1 · 𝑠2, 𝑠1, 𝑠2 ∈ m𝑋,𝑎.

Це вiдповiдає головному iдеалу ⟨𝑧2⟩. Зрозумiло, що m2
𝑋,𝑎 ⊂ m𝑋,𝑎. Розгляньмо фактор 𝒪𝑋,𝑎-

модуль i вiдповiдний фактор C{𝑧}-модуль ⟨𝑧⟩/⟨𝑧2⟩. Тодi

m𝑋,𝑎/m
2
𝑋,𝑎
∼= ⟨𝑧⟩/⟨𝑧2⟩ ∼= C · [𝑧],

де [𝑧] позначає клас 𝑧 у ⟨𝑧⟩/⟨𝑧2⟩.
Ми бачимо, що не зважаючи та те, що m𝑋,𝑎 та m2

𝑋,𝑎 є нескiнченновимiрними векторними
просторами над C, їхнiй фактор m𝑋,𝑎/m

2
𝑋,𝑎 є одновимiрним векторним простором над C.
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Означення 8.4. Векторний простiр m𝑋,𝑎/m
2
𝑋,𝑎 називається кодотичним простором Рiман-

ової поверхнi 𝑋 у точцi 𝑎 i позначатиметься у цих лекцiях за допомогою CT𝑎𝑋.
Його дуальний простiр

(m𝑋,𝑎/m
2
𝑋,𝑎)

* = HomC(m𝑋,𝑎/m
2
𝑋,𝑎,C)

називається дотичним простором Рiманової поверхнi 𝑋 у точцi 𝑎 i позначається T𝑎𝑋.

8.4. Диференцiали голоморфних функцiй.

Означення 8.5. Нехай [𝑈, 𝑓 ] ∈ 𝒪𝑋,𝑎. Покладiмо 𝑑𝑎𝑓 := [𝑓 − 𝑓(𝑎)] ∈ CT𝑎𝑋. Це визначає
вiдображення

𝑑𝑓 : 𝑈 →
⨆︁
𝑎∈𝑈

CT𝑎𝑋, 𝑎 ↦→ 𝑑𝑎𝑓,

яке називається диференцiалом 𝑓 .

Означення 8.6. Нехай 𝜙 : 𝑈 → 𝑉 карта Рiманової поверхнi 𝑋. Нехай 𝑎 ∈ 𝑈 . Ми назива-
ємо 𝜙 локальною координатою у точцi 𝑎, якщо 𝜙(𝑎) = 0.

Ми часто позначатимемо локальнi координати латинськими лiтерами, наприклад 𝑧 :

𝑈 → 𝑉 ⊂ C.

Нехай 𝑧 : 𝑈 → 𝑉 ⊂ C локальна координата у точцi 𝑎 ∈ 𝑈 . Тодi 𝑑𝑎𝑧 вiдмiнний вiд нуля
елемент CT𝑎𝑋. Таким чином, ми можемо розглядати його, як базисний вектор CT𝑎𝑋.

Зокрема, можливо записати 𝑑𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) ·𝑑𝑧(𝑥) для деякої функцiї 𝑔 : 𝑈 → C. Дослiдiмо
це бiльш детально.

Розгляньмо композицiю 𝐹 = 𝑓 ∘ 𝑧−1. Це голоморфна фунцкiя у околi 𝑉 точки 0 ∈ C.
Для 𝑏 ∈ 𝑈 розгляньмо розклад Тейлора функцiї 𝐹 у точцi 𝑧(𝑏) ∈ 𝑉 .

𝐹 (𝑡) =
∑︁
𝑖>0

𝑐𝑖(𝑡− 𝑧(𝑏))𝑖.

Тодi
𝑓(𝑥) = 𝑓 ∘ 𝑧−1 ∘ 𝑧(𝑥) = 𝐹 (𝑧(𝑥)) =

∑︁
𝑖>0

(𝑧(𝑥)− 𝑧(𝑏))𝑖

i отже

𝑑𝑏𝑓 = [𝑓 − 𝑓(𝑏)] = [
∑︁
𝑖>1

𝑐𝑖(𝑧 − 𝑧(𝑏))𝑖] = [𝑐1(𝑧 − 𝑧(𝑏)) + (𝑧 − 𝑧(𝑏))2
∑︁
𝑖>2

𝑐𝑖(𝑧 − 𝑧(𝑏))𝑖−2] =

[𝑐1(𝑧 − 𝑧(𝑏))] = 𝑐1[𝑧 − 𝑧(𝑏)] = 𝐹 ′(𝑧(𝑏)) · 𝑑𝑏𝑧.

Означення 8.7. Нехай 𝑧 : 𝑈 → 𝑉 локальна координата у точцi 𝑎 ∈ 𝑈 . Нехай 𝑓 ∈ 𝒪𝑋(𝑈).
Покладiмо, як i вище, 𝐹 = 𝑓 ∘ 𝑧−1 та визначмо

𝜕𝑓

𝜕𝑧
(𝑏) := 𝐹 ′(𝑧(𝑏)) =

𝜕𝐹

𝜕𝑡
(𝑧(𝑏)).

У цих позначеннях 𝑑𝑏𝑓 = 𝜕𝑓
𝜕𝑧

(𝑏) · 𝑑𝑏𝑧 й нарештi

(8.1) 𝑑𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑧
· 𝑑𝑧,

формула, яка виглядає знайомою.
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8.5. Пучок голоморфних диференцiальних форм. Нехай 𝑈 ⊂ 𝑋 вiдкрита пiдмно-
жина Рiманової поверхнi 𝑋. Ми щойно бачили, що кожна 𝑓 ∈ 𝒪𝑋(𝑈) дає вiдображення

𝑑𝑓 : 𝑈 →
⨆︁
𝑎∈𝑈

CT𝑎𝑋, 𝑎 ↦→ 𝑑𝑎𝑓.

Бiльше того, ми обчислили, що для локальної координати 𝑧 : 𝑊 → C, 𝑊 ⊂ 𝑈 виконується
𝑑𝑓 |𝑊 = 𝜕𝑓

𝜕𝑧
· 𝑑𝑧.

Нехай тепер 𝜔 : 𝑈 →
⨆︀
𝑎∈𝑈 CT𝑎𝑋 довiльне вiдображення, таке що 𝜔(𝑎) ∈ CT𝑎𝑋. Тодi,

як i вище, для локальної координати 𝑧 : 𝑊 → C, 𝑊 ⊂ 𝑈 , ми маємо

𝜔|𝑊 = 𝑔 · 𝑑𝑧

для деякої функцiї 𝑔 : 𝑊 → C.

Означення 8.8. Нехай 𝜔 — це функцiя, як вище. Якщо 𝑔 голоморфна функцiя для кожної
локальної координати 𝑧 : 𝑊 → C, тодi 𝜔 називається голоморфною диференцiальною
формою на 𝑈 .

Еквiвалентно, 𝜔 є голоморфною диференцiальною формою, якщо 𝑈 може бути покри-
та вiдкритими множинами 𝑈𝑖 iз локальними координатами 𝑧𝑖 : 𝑈𝑖 → C, так що пiсля
зображення обмежень 𝜔 як 𝜔|𝑈𝑖

= 𝑓𝑖 · 𝑑𝑧𝑖, функцiї 𝑓𝑖 : 𝑈𝑖 → C голоморфнi.
Множина усiх голоморфних диференцiальних форм на 𝑈 позначається Ω𝑋(𝑈). Це при-

родним чином 𝒪𝑋(𝑈)-модуль. Це визначає пучок 𝒪𝑋-модулiв. Пучок Ω𝑋 називається пу-
чком (голоморфних) диференцiальних форм на 𝑋.

Зауваження 8.9. Зауважмо, що iз означення Ω𝑋 випливає, що Ω𝑋 є обертовним пучком
𝒪𝑋-модулiв.

Вправа. Показати, що Ω𝑋 обертовний пучок. Порiвняйте ваше доведення iз доведенням
Твердження 7.4.

Приклад 8.10. Як ми вже бачили вище, 𝑑𝑓 голоморфна диференцiальна форма на 𝑈 для
кожного 𝑓 ∈ 𝒪𝑋(𝑈).

Зауваження 8.11. Для кожної вiдкритої пiдмножини 𝑈 ⊂ 𝑋 вiдображення

𝒪𝑋(𝑈)→ Ω𝑋(𝑈), 𝑓 ↦→ 𝑑𝑓

є лiнiйним вiдображенням векторних просторiв над C, що дає морфiзм 𝒪𝑋 → Ω𝑋 пучкiв
векторних просторiв над C.

Приклад 8.12. Обчислiмо ΩĈ(Ĉ). Нехай 𝜔 ∈ ΩĈ(Ĉ). Нехай 𝑧0 : 𝑈0 → C та 𝑧1 : 𝑈1 → C
стандартнi карти на Ĉ. Тодi 𝜔|𝑈0 = 𝑓0𝑑𝑧0 й 𝜔|𝑈1 = 𝑓1𝑑𝑧1 для деяких голоморфних функцiй
𝑓0 та 𝑓1 на 𝑈0 та 𝑈1 вiдповiдно. Також має виконуватися 𝑓0𝑑𝑧0|𝑈0∩𝑈1 = 𝑓1𝑑𝑧1|𝑈0∩𝑈1 . Оскiльки
𝑧0 = 1/𝑧1 на 𝑈0 ∩ 𝑈1 = C*, використовуючи (8.1), ми отримуємо 𝑑𝑧0 = (−1/𝑧21)𝑑𝑧1, отже
𝑓0(1/𝑧1) · (−1/𝑧21)𝑑𝑧1 = 𝑓1(𝑧1)𝑑𝑧1, i значить 𝑓0(1/𝑧1) = −𝑧21𝑓1(𝑧1). Порiвнюючи розклади
Лорана цих двох голоморфних функцiй на C*, ми отримуємо 𝑓0 = 0, 𝑓1 = 0, що означає
ΩĈ(Ĉ) = 0.

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%27%D1%94%D1%80_%D0%90%D0%BB%D1%8C%D1%84%D0%BE%D0%BD%D1%81_%D0%9B%D0%BE%D1%80%D0%B0%D0%BD
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8.6. Вправи.

Вправа 29. (0) Нехай 𝑎 точка Рiманової поверхнi 𝑋. Показати, що шар 𝒪𝑋,𝑎 є C-алгеброю
iз операцiями визначеними наступним чином:

𝑓𝑎 + 𝑔𝑎 := (𝑓 + 𝑔)𝑎, 𝑓𝑎 · 𝑔𝑎 := (𝑓𝑔)𝑎, 𝜆 · 𝑓𝑎 := (𝜆𝑓)𝑎, 𝑓𝑎, 𝑔𝑎 ∈ 𝒪𝑋,𝑎, 𝜆 ∈ C.

Перевiрити, зокрема, що означення данi у лекцiї коректно визначенi, тобто не залежать
вiд вибори представникiв класiв еквiвалентностi.

(1) Розглянути гомоморфiзм обчислення C-алгебр

𝒪𝑋,𝑎
ev−→ C, [𝑈, 𝑓 ] ↦→ 𝑓(𝑎).

Показати, що його ядро — це єдиний максимальний iдеал алгебри 𝒪𝑋,𝑎.

Вправа 30. Розгляньмо наступнi голоморфнi функцiї на C.

𝑓1(𝑧) = (𝑧 − 3)(𝑧 + 5𝑖)6 + 11, 𝑓2(𝑧) = exp(𝑧), 𝑓3(𝑧) = sin(𝑧2).

Для 𝑎 = 0, 3,−5𝑖 знайти твiрний кодотичного простору CT𝑎C i виразiть 𝑑𝑎𝑓𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3,
через цей твiрний.

Вправа 31. Розгляньмо Рiманову сферу Ĉ i нехай 𝑧0 = 𝜙0 та 𝑧1 = 𝜙1 ї ї стандартнi карти.
Розгляньмо мероморфну функцiю

𝑓(𝑧) =
𝑧(𝑧 + 1)

(𝑧 − 1)(𝑧 − 2)3
∈ℳĈ(Ĉ)

як голоморфну функцiю на Ĉ ∖ {1, 2}.
Обчислити

𝜕𝑓

𝜕𝑧0
(0),

𝜕𝑓

𝜕𝑧1
(∞),

𝜕𝑓

𝜕𝑧0
(−1),

𝜕𝑓

𝜕𝑧1
(−1),

𝜕𝑓

𝜕𝑧0
(3),

𝜕𝑓

𝜕𝑧1
(3).

Для 𝑎 = 0,∞,−1, 3 виразити, якщо можливо, 𝑑𝑎𝑓 через 𝑑𝑎𝑧0 та 𝑑𝑎𝑧1.

Вправа 32. 1) Показати, що не iснує нетривiальних голоморфних диференцiальних форм
на Ĉ, тобто ΩĈ(Ĉ) = 0.

2) Нехай 𝑋 = C/Γ комплексний тор. Знайти нетривiальну диференцiальну форму 𝜔0 на
𝑋.
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9. Лекцiя 9

9.1. Пучок мероморфних диференцiальних форм.

Означення 9.1. Нехай 𝑈 вiдкрита пiдмножина Рiманової поверхнi 𝑋. Мероморфна ди-
ференцiальна формаю на 𝑈 — це елемент 𝜔 ∈ Ω𝑋(𝑈 ∖ 𝑆) для деякої дискретної множини
𝑆, так що для кожної карти 𝑈 ′ 𝑧−→ 𝑉 ′ iз 𝑈 ′ ⊂ 𝑈 локальнi вирази 𝜔|𝑈 ′∖𝑆 = 𝑓𝑑𝑧 заданi
мероморфними фунцкiями 𝑓 ∈ℳ𝑋(𝑈 ′).

Нехай 𝒦𝑋(𝑈) позначає множину усiх мероморфних диференцiальних форм на 𝑈 .

Зауваження 9.2. 𝒦𝑋(𝑈) є природним чиномℳ𝑋(𝑈)-модуль: для 𝑓 ∈ℳ𝑋(𝑈) та для for
𝜔 ∈ 𝒦𝑋(𝑈)

(𝑓 · 𝜔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) · 𝜔(𝑥).

Бiльше того, 𝒦𝑋 пучокℳ𝑋-модулiв. Зокрема, 𝒦𝑋 пучок 𝒪𝑋-модулiв.
Аналогiчно до випадку голоморфних диференцiальних форм, iснує гомоморфiзм пучкiв

векторних просторiв над C (зауважте, що вiн не є гомоморфiзмом 𝒪𝑋-модулiв!)

ℳ𝑋
𝑑−→ 𝒦𝑋 .

А саме, для кожної вiдкритої пiдмножини 𝑈 ⊂ 𝑋 iснує лiнiйне вiдображення векторних
просторiв

ℳ𝑋(𝑈)→ 𝒦𝑋(𝑈), 𝑓 ↦→ 𝑑𝑓

i комутативна дiаграма

𝒪𝑋(𝑈) ℳ𝑋(𝑈)

Ω𝑋(𝑈) 𝒦𝑋(𝑈),

� � //

� � //

𝑑
��

𝑑
��

𝑓 𝑓

𝑑𝑓 𝑑𝑓.

� //

� //

_

��

_

��

9.2. Мероморфнi диференцiальнi форми та дивiзори.

Означення 9.3. Нехай 𝜔 ∈ 𝒦𝑋(𝑈) для деякої вiдкритої пiдмножини 𝑈 ⊂ 𝑋. Нехай
𝑎 ∈ 𝑈 , нехай 𝑧 : 𝑈 ′ → 𝑉 ′ локальна координата у точцi 𝑎. Запишiмо 𝜔|𝑈 ′ = 𝑓𝑑𝑧 для деякого
𝑓 ∈ℳ𝑋(𝑈 ′). Визначмо порядок диференцiальної форми 𝜔 о точцi 𝑎 за допомогою

ord𝑎 𝜔 := ord𝑎 𝑓.

Факт. ord𝑎 𝜔 не залежить вiд вибору 𝑧.

Доведення. Вправа. �

Означення 9.4. Нехай 𝑋 компактна Рiманова поверхня. Нехай 𝜔 ∈ 𝒦𝑋(𝑋). Визначмо
дивiзор асоцiйований iз 𝜔 за допомогою

(𝜔) :=
∑︁
𝑥∈𝑋

ord𝑥 𝜔 · 𝑥 ∈ Div𝑋.

Приклад 9.5. Нехай 𝑋 = Ĉ. Ми вже знаємо (див. Приклад 8.12), що не iснує не-
тривiальних голоморфних диференцiальних форм на Ĉ.

Повторiмо аргументи, наведенi у Прикладi 8.12, щоб знайти нетривiальну мероморфну
диференцiальну форму на Ĉ.
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Нехай 𝜔 ∈ 𝒦Ĉ(Ĉ). Нехай 𝑧0 : 𝑈0 → C та 𝑧1 : 𝑈1 → C — це стандартнi карти на Ĉ.
Тодi 𝜔|𝑈0 = 𝑓0𝑑𝑧0 та 𝜔|𝑈1 = 𝑓1𝑑𝑧1 для деяких мероморфних функцiй 𝑓0 та 𝑓1 на 𝑈0 та
𝑈1 вiдповiдно. Також має виконуватися 𝑓0𝑑𝑧0|𝑈0∩𝑈1 = 𝑓1𝑑𝑧1|𝑈0∩𝑈1 . Оскiльки 𝑧0 = 1/𝑧1
на 𝑈0 ∩ 𝑈1 = C*, використовуючи (8.1), отримуємо 𝑑𝑧0 = (−1/𝑧21)𝑑𝑧1, а отже 𝑓0(1/𝑧1) ·
(−1/𝑧21)𝑑𝑧1 = 𝑓1(𝑧1)𝑑𝑧1, й зрештою 𝑓0(1/𝑧1) = −𝑧21𝑓1(𝑧1). Покладiмо 𝑓0(𝑧0) = 1. Тодi
1 = −𝑧21𝑓1(𝑧1), тобто 𝑓1(𝑧1) = −1/𝑧21 . Таким чином ми щойно знайшли нетривiальну ме-
роморфну диференцiальну форму 𝜔 на Ĉ. Ця форма спiвпадає iз 𝑑𝑧0 на 𝑈0 та дорiвнює
− 1
𝑧21
𝑑𝑧1 на 𝑈1.

Обчислiмо дивiзор асоцiйований iз 𝜔. Оскiльки ord𝑎 𝜔 = ord𝑎 1 = 0 для 𝑎 ∈ C та ord∞ 𝜔 =

ord∞(− 1
𝑧21

) = −2, маємо

(𝜔) = −2 · ∞.

Зокрема, deg(𝜔) = −2.

Вправа. Знайти нетривiальну мероморфну диференцiальну форму 𝜔′ на Ĉ вiдмiнну вiд
форми обчисленої у Прикладi 9.5. Обчислiть вiдповiдний дивiзор (𝜔′) ∈ Div Ĉ та його
степiнь deg(𝜔′).

9.3. Мероморфнi диференцiальнi форми та мероморфнi функцiї.

Твердження 9.6. Нехай 𝜔0 ∈ 𝒦𝑋(𝑋), 𝜔0 ̸≡ 0. Тодi 𝒦𝑋(𝑋) = {𝑓 · 𝜔0 | 𝑓 ∈ ℳ𝑋(𝑋)},
тобто

ℳ𝑋(𝑋)→ 𝒦𝑋(𝑋), 𝑓 ↦→ 𝑓 · 𝜔0

iзоморфiзм векторних просторiв над C.

Доведення. Нехай 𝜔 ∈ 𝒦𝑋(𝑋) довiльна мероморфна диференцiальна форма на 𝑋. Нехай⋃︀
𝑈𝑖 = 𝑋 покриття Рiманової поверхнi 𝑋 картами 𝑧𝑖 : 𝑈𝑖 → 𝑉𝑖, так що 𝜔0|𝑈𝑖

дана як 𝑓𝑖𝑑𝑧𝑖
та 𝜔|𝑈𝑖

дана як 𝑔𝑖𝑑𝑧𝑖 для деяких мероморфних функцiй 𝑓𝑖 та 𝑔𝑖 та 𝑈𝑖.
Зауважмо, що 𝑓𝑖 ̸≡ 0 для кожного 𝑖. У протилежному випадку, використовуючи аргу-

ментацiю, подiбну до аргументацiї iз доведення Теореми 2.9 (теорема єдиностi), 𝜔0 ≡ 0.
Розгляньмо ℎ𝑖 = 𝑔𝑖/𝑓𝑖 ∈ℳ𝑋(𝑈𝑖).

𝑋

𝑈𝑖 𝑈𝑗

𝑉𝑗

𝑧𝑖(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗)

𝑉𝑗

𝑧𝑗(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗)

𝑧𝑖 𝑧𝑗

𝐺𝑗𝑖 := 𝑧𝑗 ∘ 𝑧−1
𝑖
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Використовуючи (8.1), ми отримуємо

𝑑𝑧𝑗 =
𝜕𝑧𝑗
𝜕𝑧𝑖

𝑑𝑧𝑖.

Отже на 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 ми маємо

𝜔0|𝑈𝑖∩𝑈𝑗
= 𝑓𝑗𝑑𝑧𝑗 = 𝑓𝑗 ·

𝜕𝑧𝑗
𝜕𝑧𝑖

𝑑𝑧𝑖 = 𝑓𝑖𝑑𝑧𝑖, 𝜔|𝑈𝑖∩𝑈𝑗
= 𝑔𝑗𝑑𝑧𝑗 = 𝑔𝑗 ·

𝜕𝑧𝑗
𝜕𝑧𝑖

𝑑𝑧𝑖 = 𝑔𝑖𝑑𝑧𝑖.

Тому

𝑓𝑖 = 𝑓𝑗 ·
𝜕𝑧𝑗
𝜕𝑧𝑖

, 𝑔𝑖 = 𝑔𝑗 ·
𝜕𝑧𝑗
𝜕𝑧𝑖

,

й зрештою

ℎ𝑖|𝑈𝑖∩𝑈𝑗
= 𝑔𝑖/𝑓𝑖 =

𝑔𝑗 · 𝜕𝑧𝑗𝜕𝑧𝑖

𝑓𝑗 · 𝜕𝑧𝑗𝜕𝑧𝑖

= 𝑓𝑗/𝑔𝑗 = ℎ𝑗|𝑈𝑖∩𝑈𝑗
.

Це означає, що iснує ℎ ∈ℳ𝑋(𝑋), така що ℎ|𝑈𝑖
= ℎ𝑖.

We conclude that 𝑔𝑖 = ℎ𝑖𝑓𝑖 = ℎ𝑓𝑖 for every 𝑖. This means 𝜔 = ℎ · 𝜔0.
Це завершує доведення. �

9.4. Канонiчний дивiзор на компактнiй Рiмановiй поверхнi й скрученi пучки
мероморфних диференцiальних форм.

Означення 9.7. Нехай 𝜔0 ∈ 𝒦𝑋(𝑋), 𝜔0 ̸= 0. Тодi дивiзор 𝐾 = (𝜔0) називається ка-
нонiчним дивiзором на 𝑋.

Зауваження 9.8. На компактнiй Рiмановiй поверхнi завжди iснує вiдмiнна вiд нуля ме-
роморфна диференцiальна форма.

Зауважмо водночас, що це зовсiм неочевидне й глибоке твердження!

Зауваження 9.9. Зауважмо, що дивiзор 𝐾 не є однозначно визначеним, вiн залежить
вiд вибору 𝜔0. Хоча, його клас

[𝐾] ∈ Pic𝑋 = Div𝑋/PDiv𝑋

не залежить вiд вибору 𝜔0.

Означення 9.10. Нехай 𝐷 ∈ Div𝑋. Нехай 𝑈 ⊂ 𝑋 вiдкрита пiдмножина. Визначмо

Ω𝑋(𝐷)(𝑈) := {𝜔 ∈ 𝒦𝑋(𝑈) | ord𝑎 𝜔 > −𝐷(𝑎) для усiх 𝑎 ∈ 𝑈}.

Тодi Ω𝑋(𝐷)(𝑈) є 𝒪𝑋(𝑈)-модулем, зокрема

Ω𝑋(𝐷)(𝑋) = {𝜔 ∈ 𝒦𝑋(𝑋) | (𝜔) > −𝐷} ∪ {0}

є векторним простором над C.
Бiльше того, Ω𝑋(𝐷) є пучком 𝒪𝑋-модулiв.

Твердження 9.11. Нехай 𝑋 компактна Рiманова поверхня. Нехай 𝐾 = (𝜔0). Для ко-
жного дизiзора 𝐷 ∈ Div(𝑋) iснує iзоморфiзм 𝒪𝑋-модулiв 𝒪𝑋(𝐷)→ Ω𝑋(𝐷 −𝐾) визначе-
ний для кожної вiдкритої пiдмножини 𝑈 ⊂ 𝑋 як

𝒪𝑋(𝐷)(𝑈)→ Ω𝑋(𝐷 −𝐾)(𝑈), 𝑓 ↦→ 𝑓 · 𝜔0.
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Еквiвалентно: 𝒪𝑋(𝐾 +𝐷) ∼= Ω𝑋(𝐷),

𝒪𝑋(𝐾 +𝐷)(𝑈)→ Ω𝑋(𝐷)(𝑈), 𝑓 ↦→ 𝑓 · 𝜔0.

Доведення. Пряма перевiрка. �

Наслiдок 9.12. Ω𝑋(𝐷)(𝑋) ∼= 𝒪𝑋(𝐾 +𝐷)(𝑋) = ℒ(𝐾 +𝐷), зокрема

dimC Ω𝑋(𝐷)(𝑋) <∞

для кожного дивiзора 𝐷 ∈ Div𝑋.

9.5. Рiд компактної Рiманової поверхнi. Теорема Рiмана-Роха. Формула Рiмана-
Гурвiца.

Означення 9.13. Розмiрнiсть ℒ(𝐾) ∼= Ω𝑋(0)(𝑋) = Ω𝑋(𝑋) називається родом Рiманової
поверхнi 𝑋 й позначається

𝑔 = 𝑔𝑋 := dimC Ω𝑋(𝑋).

Приклад 9.14. 1) Оскiльки з Прикладу 8.12 випливає ΩĈ(Ĉ) = 0, маємо 𝑔Ĉ = 0.

2) За Вправою 34 𝑔C/Γ = 1 для кожного комплексного тора C/Γ.

Теорема 9.15 (Рiман-Рох).

𝑙(𝐷)− 𝑙(𝐾 −𝐷) = deg𝐷 + 1− 𝑔.

Еквiвалентно,

𝑙(𝐷)− dim Ω𝑋(−𝐷)(𝑋) = deg𝐷 + 1− 𝑔.

Доведення. Без доведення. �

Приклад 9.16. 1) Нехай 𝐷 = 0. Тодi Теорема 9.15 формулюється як 𝑙(0)− 𝑙(𝐾) = deg 0 +

1− 𝑔, отже 𝑔 = 𝑙(𝐾), тобто ми просто отримуємо означення роду.

2) Нехай 𝐷 = 𝐾. Тодi 𝑙(𝐾)− 𝑙(0) = deg𝐾 + 1− 𝑔, i тому

deg𝐾 = 2𝑔 − 2.

3) Якщо deg𝐷 > 2𝑔 − 1, тодi deg(𝐾 − 𝐷) = deg𝐾 − deg𝐷 = 2𝑔 − 2 − deg𝐷 < 0, i отже
𝑙(𝐾 −𝐷) = 0 й зрештою

𝑙(𝐷) = deg𝐷 + 1− 𝑔.

Пiдсумуємо це наступним чином.⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑙(𝐷) = 0, якщо deg𝐷 < 0;

𝑙(𝐷) > deg𝐷 + 1− 𝑔, якщо 0 6 deg𝐷 < 2𝑔 − 1;

𝑙(𝐷) = deg𝐷 + 1− 𝑔, якщо deg𝐷 > 2𝑔 − 1.

https://uk.wikipedia.org/wiki/
https://uk.wikipedia.org/wiki/
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Теорема 9.17 (Формула Рiмана-Гурвiца). Нехай 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 нестале голоморфне вiд-
ображення компактних Рiманових поверхонь. Тодi

2𝑔𝑋 − 2 = 𝑑(𝑓)(2𝑔𝑌 − 2) +
∑︁
𝑥∈𝑋

(mult𝑥 𝑓 − 1)

Еквiвалентно deg𝐾𝑋 = 𝑑(𝑓) deg𝐾𝑌 + deg𝑅𝑓 , де 𝐾𝑋 та 𝐾𝑌 канонiчнi дивiзори на 𝑋

та 𝑌 вiдповiдно й 𝑅𝑓 =
∑︀

𝑥∈𝑋(mult𝑥 𝑓 − 1) · 𝑥 є так званим дивiзором розгалудження
вiдображення 𝑓 .

Зауваження 9.18. Зауважмо, що mult𝑥 𝑓 > 1 лише для скiнченної кiлькостi точок Рiман-
ової поверхнi 𝑋 (точки розгалудження, див. Означення 5.1).

9.6. Вправи.

Вправа 33. Знайти двi лiнiйно незалежнi нетривiальнi мероморфнi диференцiальнi фор-
ми 𝜔1 та 𝜔2 на Ĉ. Обчислити вiдповiднi дивiзори (𝜔1), (𝜔2) ∈ Div Ĉ та їхнi степенi deg(𝜔1)

та deg(𝜔2).

Вправа 34. Нехай 𝑋 = C/Γ комплексний тор.

1) Знайти нетривiальну голоморфну диференцiальну форму 𝜔0 на 𝑋. Обчислити вiдпо-
вiдний дивiзор (𝜔0).

2) Нехай 𝜔 довiльна голоморфна диференцiальна форма на 𝑋. Тодi 𝜔 = 𝑓𝜔0 для деякої
мероморфної функцiї 𝑓 . Зробiть висновок, що 𝑓 має бути голоморфною функцiєю.

3) Прийдiть до висновку, що Ω𝑋(𝑋) = C·𝜔0, тобто векторний простiр породжений формою
𝜔0.

4) Показати, що рiд 𝑋 дорiвнює 1.

5) Обчислити рiд 𝑋, використовуючи iнший метод: обчислiть степiнь канонiчного дивiзора
й використайте формулу Рiмана-Роха.

Вправа 35. 1) Нехай 𝑋 компактна Рiманова поверхня роду 𝑔. Нехай 𝑝 ∈ 𝑋 й нехай
𝐷 = (𝑔 + 1)𝑝. Застосуйте формулу Рiмана-Роха до 𝐷 й отримайте 𝑙(𝐷) > 2. останнє
означає, що iснує нестала мероморфна функцiя 𝑓 ∈ ℒ(𝐷).

2) Оцiнiть степiнь вiдповiдного голоморфного вiдображення 𝑋 𝑓−→ Ĉ?

3) Зробити висновок, що кожна компактна Рiманова поверхня роду 0 iзоморфна до Ĉ.

Вправа 36. 1) Нехай 𝑋2 ⊂ P2 топологiчний пiдпростiр

𝑋2 = {⟨𝑧0, 𝑧1, 𝑧2⟩ ∈ P2 | 𝑧20 + 𝑧21 + 𝑧22 = 0}.

Показати, що 𝑋2 пiдмноговид у P2, тобто Рiманова поверхня. Розгляньмо вiдображення

𝑋2
𝑓−→ Ĉ, ⟨𝑧0, 𝑧1, 𝑧2⟩ ↦→

𝑧1
𝑧2
,

де 𝑎
0

вважається рiвним ∞. Показати, що це голоморфне вiдображення Рiманових повер-
хонь. Застосувати формулу Рiмана-Гурвiца та обчислити рiд 𝑋2. Зробити висновок, що
𝑋2 iзоморфна до Рiманової сфери.

https://uk.wikipedia.org/wiki/
https://uk.wikipedia.org/wiki/
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Пiдказка: Обчислити число точок у прообразi 𝑓−1(𝑝) для кожної 𝑝 ∈ Ĉ. Використову-
ючи, що може бути лише скiнченна кiлькiсть точок розгалудження, знайти цi точки
розгалудження й вiдповiднi кратностi та обчислити 𝑑(𝑓).

2) Узагальнити обчислення на випадок

𝑋𝑑 = {⟨𝑧0, 𝑧1, 𝑧2⟩ ∈ P2 | 𝑧𝑑0 + 𝑧𝑑1 + 𝑧𝑑2 = 0}, 𝑑 ∈ N.

Чому дорiвнює рiд 𝑋𝑑?
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10. Лекцiя 10

10.1. Першi наслiдки з теореми Рiмана-Роха. Розгляньмо деякi наслiдки з теореми
Рiмана-Роха.

Наслiдок 10.1. На кожнiй компактнiй Рiмановiй поверхнi 𝑋 iснує нестала мероморфна
функцiя 𝑓 ∈ℳ𝑋(𝑋).

Доведення. Нехай 𝑝 ∈ 𝑋 довiльна точка, вiзьмiмо𝐷 = (𝑔+1)·𝑝. Тодi 𝑙(𝐷) > 𝑔+1+1−𝑔 = 2.
Це означає, що розмiрнiсть простору Рiмана-Роха ℒ(𝐷) щонайменше 2. Отже, цей простiр
має мiстити несталу мероморфну функцiю. �

Спостереження. Вiзьмiмо 𝑓 ∈ ℒ(𝐷) як вище. Єдина точка, яка може бути полюсом
цiєї мероморфної функцiї, це 𝑝. Її кратнiсть щонайбiльше 𝑔+1, тому степiнь вiдпосiдного

голоморфного вiдображення 𝑋 𝑓−→ Ĉ не перевищує 𝑔 + 1.

Наслiдок 10.2. Кожна компактна Рiманова поверхня роду 0 iзоморфна до Ĉ

Доведення. Як щойно вище, ми отримуємо голоморфне вiдображення 𝑋
𝑓−→ Ĉ степеня 1,

яке повинно бути iзоморфiзмом (див. Теаорему 4.4 та Наслiдок 4.2). �

10.2. Деякi факти про покриття.

Означення 10.3. Неперервне вiдображення топологiчних просторiв 𝑋 𝑓−→ 𝑌 називається
покриттям, якщо для кожного 𝑦 ∈ 𝑌 iснує вiдкритий окiл 𝑈 точки 𝑦, такий що 𝑓−1(𝑈) =⨆︀
𝑖 𝑉𝑖 та 𝑓 |𝑉𝑖 : 𝑉𝑖 → 𝑈 гомеоморфiзм.

Спостереження. Якщо 𝑌 Рiманова поверхня та 𝑋
𝑓−→ 𝑌 покриття, тодi iснує єдина

комплексна структура на 𝑋, така що 𝑓 голоморфне вiдображеняя.

Доведення. Вправа. �

Таким чином кожне покриття Рiманової поверхнi є локально бiголоморфним вiдображ-
енням.

Зауваження 10.4. Не кожне локально бiголоморфне вiдображення є покриттям. Напри-
клад, вiзьмiмо 𝑋 = 𝐵(0, 1) = {𝑧 ∈ C | |𝑧| < 1}, 𝑌 = C. Тодi природне включення 𝑋 ⊂ 𝑌

локально бiголоморфне, але не є покриттям.

Факт. Кожне локально бiголоморфне вiдображення Рiманових поверхонь є покриттям.

Доведення. Використати аргументацiю аналогiчну до аргументацiїї з доведення Теоре-
ми 5.5. �

Означення 10.5. Нехай ̃︀𝑋 𝑓−→ 𝑋 покриття Рiманових поверхонь. Тодi воно називається
унiверсальним покриттям, якщо ̃︀𝑋 однозв’язна, тобто якщо 𝜋1( ̃︀𝑋) = 0.

Твердження 10.6. 1) Унiверсальне покриття iснує для кожної Рiманової поверхнi.
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2)(Унiверсальна властивiсть): ̃︀𝑋 𝑓−→ 𝑋 є унiверсальним покриттям тодi i лише тодi,
коли для кожного покриття 𝑌

𝑔−→ 𝑋 та кожного вибору точок 𝑥0 ∈ 𝑋, 𝑦0 ∈ 𝑔−1(𝑥0),̃︀𝑥0 ∈ 𝑓−1(𝑥0) iснує єдине голоморфне вiдображення ̃︀𝑋 ℎ−→ 𝑌 iз ℎ(̃︀𝑥0) = 𝑦0, таке що 𝑔∘ℎ = 𝑓 .

𝑌 𝑋

̃︀𝑋
𝑔

//

𝑓

��{{

ℎ

, 𝑦0 𝑥0

̃︀𝑥0
� 𝑔

//

_

𝑓

��{{

ℎ

7

Доведення. Топологiя. �

Приклад 10.7. Для решiтки Γ ⊂ C вiдображення проекцiї C 𝜋−→ C/Γ, 𝑧 ↦→ [𝑧], є унiверс-
альним покриттям комплексного тора C/Γ.

10.3. Морфiзми комплексних торiв. Нехай 𝑋 = C/Γ та 𝑌 = C/Γ′ два комплексних
тори. Нащою метою є описати усi голоморфнi вiдображення 𝑋 → 𝑌 .

Нагадування 10.8. Нагадаймо (див. Приклад 2.8), що для 𝛼 ∈ C* iз 𝛼Γ ⊂ Γ′ ми маємо
голоморфне вiдображення

𝑋 → 𝑌, [𝑧] ↦→ [𝛼 · 𝑧].

Нехай 𝑋
𝑓−→ 𝑌 довiльне нестале голоморфне вiдображення. Тодi за формулою Рiмана-

Гурвiца (Theorem 9.17), ми робимо висновок, що 𝑓 не має точок розгалудження. Отже це
має бути покриття.

Зауважмо, що канонiчнi вiдображення C 𝜋−→ C/Γ, 𝑧 ↦→ [𝑧], та C 𝜋′
−→ C/Γ′, 𝑧 ↦→ [𝑧],

є покриттями й навiть унiверсальними покриттями. Тодi за унiверсальною властивiстю
унiверсальних покриттiв iснує голоморфне вiдображення 𝐹 : C→ C, таке що 𝜋′∘𝐹 = 𝑓 ∘𝜋.

𝑋 𝑌.

C C

𝑓
//

𝜋

��

𝜋′

��

𝐹
//

(10.1)

Розгляньмо тепер для фiксованого 𝛾 ∈ Γ функцiю Φ𝛾(𝑧) = 𝐹 (𝑧 + 𝛾) − 𝐹 (𝑧). Iз кому-
тативностi дiаграми (10.1) мо отримуємо Φ𝛾(𝑧) ∈ Γ′ для кожного 𝑧 ∈ C. Оскiльки Φ𝛾

неперервна, iснує 𝛾′ ∈ Γ′, така що Φ𝛾(𝑧) = 𝛾′ для кожного 𝑧 ∈ C. Отже Φ′
𝛾(𝑧) = 0 i тому

𝐹 ′(𝑧 + 𝛾) − 𝐹 ′(𝑧) = 0. Це означає, що 𝐹 ′ подвiйно перiодична (елiптична) голоморфна
функцiя на C, тому вона має бути сталою, тобто iснує 𝑎 ∈ C, таке що 𝐹 ′(𝑧) = 𝑎 для усiх
𝑧 ∈ C. Звiдси випливає 𝐹 (𝑧) = 𝑎𝑧+ 𝑏 для деяких 𝑎, 𝑏 ∈ C. Тому 𝑓([𝑧]) = [𝑎𝑧] + [𝑏]. Це може
бути коректно визначеним, лише якщо для кожного 𝛾 ∈ Γ виконується 𝑓([𝑧 + 𝛾]) = 𝑓([𝑧]),
звiдки випливає 𝑎Γ ⊂ Γ′.

З iншого боку, ми бачимо, що для кожного вибору 𝑎, 𝑏 ∈ C, так що 𝑎Γ ⊂ Γ′, вiдображення

𝑋 → 𝑌, [𝑧] ↦→ [𝑎𝑧] + [𝑏]

голоморфне. Воно може бути представлене як композицiя вiдображення

𝑋 → 𝑌, [𝑧] ↦→ [𝑎𝑧]
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iз автоморфiзмом 𝑌 = C/Γ′

𝑌 → 𝑌, [𝑧] ↦→ [𝑧] + [𝑏].

Ми отримали наступне.

Твердження 10.9. Кожне голоморфне вiдображення комплексних торiв C/Γ → C/Γ′

може бути представлене як композицiя голоморфного вiдображення

C/Γ→ C/Γ′, [𝑧] ↦→ [𝑎𝑧], 𝑎 ∈ C, 𝑎Γ ⊂ Γ′,

та iзоморфiзма
C/Γ′ → C/Γ′, [𝑧] ↦→ [𝑧] + [𝑏], 𝑏 ∈ C.

10.4. Класи iзоморфностi комплексних торiв. Нехай Γ = Z𝜔1 + Z𝜔2 решiтка у C.
Нехай Γ′ = Z + Z · 𝜔2

𝜔1
. Тодi 𝜔1Γ

′ = Γ та

C/Γ′ → C/Γ, [𝑧] ↦→ [𝜔1𝑧]

iзоморфiзм комплексних торiв.
Отже, вивчаючи комплекснi тори iз точнiстю до iзоморфiзма, достатньо розглядати

лише решiтки
Z + Z · 𝜏, Im 𝜏 ̸= 0.

Бiльше того, якщо Im 𝜏 < 0, тодi Im 𝜏−1 > 0 i 𝜏(Z + Z𝜏−1) = (Z + Z𝜏), отже решiтки
Z+Z𝜏−1 та Z+Z𝜏 визначають iзоморфнi тори. Отже достатньо розглядати лише решiтки

Z + Z · 𝜏, Im 𝜏 > 0.

Позначення. Нехай H позначає верхню напiвплощину H := {𝜏 ∈ C | Im 𝜏 > 0}.
Для 𝜏 ∈ H позначмо Γ(𝜏) := Z + Z · 𝜏 .

Нехай тепер Γ1 = Γ(𝜏1) = Z + Z · 𝜏1, Γ2 = Γ(𝜏2) = Z + Z · 𝜏2. Припустiмо, що вони визна-
чають iзоморфнi тори C/Γ1

∼= C/Γ2. Тодi iзоморфiзм даний за допомогою вiдображення
[𝑧] ↦→ [𝑎𝑧]+[𝑏]. Оскiльки вiдображення переносу [𝑧] ↦→ [𝑧]+[𝑏] є iзоморфiзмом, вiдображення
[𝑧] ↦→ [𝑎𝑧] має бути iзоморфiзмом також. Отже має виконуватись 𝑎Γ1 = Γ2 (див. При-
клад 2.8).

Зокрема, це означає, що 𝑎 · 𝜏1 та 𝑎 · 1 належать до Γ2. Запишiмо

𝑎𝜏1 = 𝛼𝜏2 + 𝛽, 𝑎 = 𝛾𝜏2 + 𝛿, 𝛼, 𝛽, 𝛿, 𝛾 ∈ Z.

Iншими словами

𝑎 ·

(︃
𝜏1
1

)︃
=

(︃
𝛼 𝛽

𝛾 𝛿

)︃
·

(︃
𝜏2
1

)︃
.

Аналогiчно, оскiльки рiвнiсть 𝑎Γ1 = Γ2 еквiвалентна до 𝑎−1Γ2 = Γ1, ми робимо висновок,
що

𝑎−1 ·

(︃
𝜏2
1

)︃
=

(︃
𝛼′ 𝛽′

𝛾′ 𝛿′

)︃
·

(︃
𝜏1

1

)︃

для деякої цiлочисельної матрицi

(︃
𝛼′ 𝛽′

𝛾′ 𝛿′

)︃
.
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Маємо(︃
𝜏2

1

)︃
= 𝑎𝑎−1

(︃
𝜏2
1

)︃
=

(︃
𝑎 · (𝑎−1 ·

(︃
𝜏2
1

)︃
)

)︃
=

𝑎 ·

(︃(︃
𝛼′ 𝛽′

𝛾′ 𝛿′

)︃
·

(︃
𝜏1
1

)︃)︃
=

(︃
𝛼′ 𝛽′

𝛾′ 𝛿′

)︃
· (𝑎 ·

(︃
𝜏1
1

)︃
) =(︃

𝛼′ 𝛽′

𝛾′ 𝛿′

)︃
·

(︃
𝛼 𝛽

𝛾 𝛿

)︃
·

(︃
𝜏2
1

)︃
=

(︃
𝑐11 𝑐12
𝑐21 𝑐22

)︃(︃
𝜏2

1

)︃
=

(︃
𝑐11𝜏2 + 𝑐12
𝑐21𝜏2 + 𝑐22

)︃
,

де (︃
𝑐11 𝑐12

𝑐21 𝑐22

)︃
=

(︃
𝛼′ 𝛽′

𝛾′ 𝛿′

)︃
·

(︃
𝛼 𝛽

𝛾 𝛿

)︃
.

Тому iз рiвностей 𝜏2 = 𝑐11𝜏2 + 𝑐12 та 1 = 𝑐21𝜏2 + 𝑐22 отримуємо(︃
𝑐11 𝑐12

𝑐21 𝑐22

)︃
=

(︃
1 0

0 1

)︃
,

що означає, що

(︃
𝛼 𝛽

𝛾 𝛿

)︃
та

(︃
𝛼′ 𝛽′

𝛾′ 𝛿′

)︃
оберненi одна до одної цiлочисельнi матрицi. Тому

їхнi детермiнанти дорiвнюють 1 або −1.

Оскiльки 𝜏1 =
𝑎𝜏1

𝑎
=
𝛼𝜏2 + 𝛽

𝛾𝜏2 + 𝛿
, маємо

𝜏1 =
𝛼𝜏2 + 𝛽

𝛾𝜏2 + 𝛿
=

(𝛼𝜏2 + 𝛽)(𝛾𝜏2 + 𝛿)

|𝛾𝜏2 + 𝛿|2
=
𝛼𝛾|𝜏2|2 + 𝛽𝛿 + 𝛼𝛿𝜏2 + 𝛽𝛾𝜏2

|𝛾𝜏2 + 𝛿|2
.

Тому

(10.2) Im 𝜏1 =
1

|𝛾𝜏2 + 𝛿|2
· (𝛼𝛿 − 𝛽𝛾) Im 𝜏2

Оскiльки Im 𝜏1 > 0 та Im 𝜏2 > 0, отримуємо 𝛼𝛿−𝛽𝛾 = det

(︃
𝛼 𝛽

𝛾 𝛿

)︃
> 0 i отже det

(︀
𝛼 𝛽
𝛾 𝛿

)︀
= 1.

Ми показали, що
(︀
𝛼 𝛽
𝛾 𝛿

)︀
∈ SL2(Z).

Отже, якщо Γ1 та Γ2 визначають iзоморфнi тори, тодi 𝜏1 =
𝛼𝜏2 + 𝛽

𝛾𝜏2 + 𝛿
для

(︀
𝛼 𝛽
𝛾 𝛿

)︀
∈ SL2(Z).

З iншого боку, якщо 𝜏1 =
𝛼𝜏2 + 𝛽

𝛾𝜏2 + 𝛿
для

(︀
𝛼 𝛽
𝛾 𝛿

)︀
∈ SL2(Z), тодi 𝑎Γ1 = Γ2 для 𝑎 = 𝛾𝜏2 + 𝛿. Ми

отримали наступний результат.

Теорема 10.10. Двi решiтки Γ(𝜏1) та Γ(𝜏2), 𝜏1, 𝜏2 ∈ H, визначають iзоморфнi комплекснi
тори тодi i лише тодi, коли

𝜏1 =
𝛼𝜏2 + 𝛽

𝛾𝜏2 + 𝛿

для
(︀
𝛼 𝛽
𝛾 𝛿

)︀
∈ SL2(Z).

Iншими словами, якщо визначити дiю групи SL2(Z) на H за допомогою(︀
𝛼 𝛽
𝛾 𝛿

)︀
· 𝜏 =

𝛼𝜏 + 𝛽

𝛾𝜏 + 𝛿
,
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множина орбiт H/ SL2(Z) цiєї дiї може розглядатися як множина класiв iзоморфностi
комплексних торiв.

10.5. Вправи.

Вправа 37. Нехай Γ = Z + Z · 𝜏 , 𝜏 ∈ C, решiтка у C. Нехай 𝑛 натуральне число й нехай
Γ′ = Z + Z · (𝑛𝜏). Покладiмо 𝑋 = C/Γ та 𝑋 ′ = C/Γ′ й розгляньмо вiдображення

𝑋 → 𝑋 ′, [𝑧] ↦→ [𝑛𝑧].

Ми знаємо, що це голоморфне вiдображення Рiманових поверхонь. Довести, що це покри-
ття. Обчислiть число точок у шарах цього покриття?

Вправа 38. Нехай ̃︀𝑋 𝑓−→ 𝑋 унiверсальне покриття Рiманової поверхнi 𝑋.

1) Покажiть, що наступне твердження невiрне:

Для кожного покриття 𝑌 𝑔−→ 𝑋 iзнує голоморфне вiдображення ̃︀𝑋 ℎ−→ 𝑌 з 𝑓 ∘ ℎ = 𝑔.

𝑌 𝑋

̃︀𝑋
𝑔

//

𝑓

��

ℎ
;;

.

Пiдказка: У якостi 𝑔 розглянути тотожне вiдображення 𝑋 → 𝑋 на компактнiй
Рiмановiй поверхнi 𝑋 iз некомпактним унiверсальним покриттям.

2) Знайти двi неiзоморфнi компактнi Рiмановi поверхнi iз неiзоморфними унiверсальними
покриттями.

Вправа 39. У лекцiї ми представили групу SL2(Z) як групу перетворень верхньої напiв-
площини H, якi мають форму

𝜏 ↦→ 𝑎𝜏 + 𝑏

𝑐𝜏 + 𝑑
, ( 𝑎 𝑏𝑐 𝑑 ) ∈ SL2(Z).

(1) Показати, що ця група перетворень породжується перетвореннями

𝜏 ↦→ 𝜏 + 1 та 𝜏 ↦→ −1

𝜏
.

(2) Нехай 𝑅 = {𝑧 ∈ C | |𝑧| > 1, |Re 𝑧| < 1
2
}.

−1 1−1
2

1
2

𝑅

Що є образом 𝑅 вiдносно твiрних групи iз першої частини цiєї вправи?
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Вправа 40. Нехай Γ решiтка у C та нехай C/Γ вiдповiдний комплексний тор. У лекцiї ми
показали, що автоморфiзми 𝑋 мають форму

[𝑧] ↦→ [𝑎𝑧] + [𝑏], 𝑎, 𝑏 ∈ C, 𝑎 · Γ = Γ.

Нехай Aut0(C/Γ) позначає пiдгрупу у групi усiх автоморфiзмiв C/Γ, що складається iз
автоморфiзмiв C/Γ 𝑓−→ C/Γ, таких що 𝑓([0]) = [0], тобто

Aut0(C/Γ) = {C/Γ→ C/Γ, [𝑧] ↦→ [𝑎𝑧] | 𝑎 ∈ C, 𝑎 · Γ = Γ}.

(0) Показати, що з 𝑎 · Γ = Γ випливає |𝑎| = 1.

(1) Обчислити Aut0(C/Γ(𝑖)) ∼= Z/4Z, де Γ(𝑖) = Z + Z · 𝑖.

(2) Обчислити Aut0(C/Γ(𝜌)) ∼= Z/6Z, де Γ(𝜌) = Z + Z · 𝜌, 𝜌 = 𝑒
2
3
𝜋𝑖 = −1

2
+

√
3
2
𝑖.

(3) Обчислити Aut0(C/Γ(𝜏)) ∼= Z/2Z, де Γ(𝜏) = Z + Z · 𝜏 , для 𝜏 = 2𝑖 та 𝜏 = 1
2

+ 𝑖.

(4) Обчислити Aut0(C/Γ(𝜏)) для довiльного 𝜏 ∈ 𝐹 .
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11. Лекцiя 11

11.1. Простiр (модулiв) класiв iзоморфностi комплексних торiв. У попереднiй ле-
кцiї ми отримали опис класiв iзоморфностi комплексних торiв.

Розгляньмо тепер фактор-вiдображення

H 𝜋−→ H/ SL2(Z), 𝜏 ↦→ орбiта 𝜏 .

Введiмо на H/ SL2(Z) фактор-топомогiю, тобто пiдмножина 𝑈 ⊂ H/ SL2(Z) вiдкрита тодi
i лише тодi, коли 𝜋−1𝑈 ⊂ H вiдкрита.

Вправа. 𝜋 локальний гомеоморфiзм поза орбiтами точок 𝑖, 𝜌 ∈ H, 𝜌 = exp(2𝜋
3
· 𝑖) =

−1
2

+
√
3
2
𝑖. Це дозволяє запровадити структуру Рiманової поверхнi на

(H/ SL2(Z)) ∖ {𝜋(𝑖), 𝜋(𝜌)},

тобто на фактор-просторi без двох точок 𝜋(𝑖) та 𝜋(𝜌).

Зауваження 11.1. Зауважмо, що обмеження 𝜋 на кожний окiл точки iз орбiт 𝑖 та 𝜌 не
може бути iн’єктивним. Це демонструє, що 𝜋 не може бути локальним гомеоморфiзмом
навколо цих точок.

Вiзуалiзуймо простiр H/ SL2(Z). Нехай

𝑅 = {𝑧 ∈ C | |𝑧| > 1, |Re 𝑧| < 1

2
}

й нехай
𝐹 = 𝑅 ∪ {𝑧 | Re 𝑧 = −1

2
, |𝑧| > 1} ∪ {𝑧 | |𝑧| = 1,−1

2
6 Re 𝑧 6 0}.

−1 1

𝜌

−1
2

1
2

𝑖

𝑅

Вправа. Тодi обмеження 𝜋 на 𝐹 бiєкцiя, тобто 𝐹 може розглядатися як множина усiх
класiв iзоморфностi комплексних торiв.

Доведення сюр’єктивностi. Нехай 𝜏 ∈ H. Покажiмо, що iснує 𝐴 ∈ SL2(Z), так що 𝐴·𝜏 ∈ 𝐹 .
Бiльше деталей можна знайти у [5].
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Передусiм зауважмо, що

Im

(︂
𝑎𝜏 + 𝑏

𝑐𝜏 + 𝑑

)︂
=

1

|𝑐𝜏 + 𝑑|2
· Im 𝜏, ( 𝑎 𝑏𝑐 𝑑 ) ∈ SL2(Z).

Це забезпечує для фiксованого 𝜏 iснування максимума

max
𝐴∈SL2(Z)

{Im(𝐴 · 𝜏)}.

Тому iснує 𝐴0 ∈ SL2(Z), таке що 𝜏0 = 𝐴0 · 𝜏

Im 𝜏0 > Im(𝐴 · 𝜏), для кожного 𝐴 ∈ SL2(Z).

Оскiльки Im(𝜏0 + 𝑛) = Im 𝜏0 для кожного 𝑛 ∈ Z, можемо припустити, можливо беручи
( 1 𝑛
0 1 ) · 𝐴0 замiсть 𝐴0, що |Re 𝜏0| 6 1

2
.

Оскiльки Im 𝜏0 > Im𝐴𝜏 для кожного 𝐴 ∈ SL2(A), застосуймо це до матрицi ( 0 1
−1 0 ) · 𝐴0.

Маємо

Im 𝜏0 > Im(( 0 1
−1 0 )𝐴0 · 𝜏) = Im(( 0 1

−1 0 ) · 𝜏0) = Im(−1/𝜏0) =
Im 𝜏0
|𝜏0|2

,

звiдки випливає |𝜏0| > 1.
Якщо 𝜏0 не належить до 𝐹 , тодi або Re 𝜏0 = 1

2
, або ж |𝜏0| = 1 та 0 < Re 𝜏0 6 1

2
. Це легко

виправити. А саме, якщо Re 𝜏0 = 1
2
, тодi ( 1 −1

0 1 )𝐴0 · 𝜏 = 𝜏0 − 1 ∈ 𝐹 ; якщо ж |𝜏0| = 1 та
0 < Re 𝜏0 6 1

2
, тодi ( 0 1

−1 0 )𝐴0 · 𝜏 = −1/𝜏0 ∈ 𝐹 . �

Рис. 1. Внутрiшнiсть кожної трикутної областi (одна з вершин може лежати
на “нескiнченностi”) є образом 𝑅 пiд дiєю деякого елемента iз SL2(Z).

By Fropuff (from en wikipedia) [GFDL (www.gnu.org/copyleft/fdl.html) or CC-BY-SA-3.0

(http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/)], via Wikimedia Commons.

11.2. Автоморфiзми комплексних торiв. Дослiдiмо тепер бiльш детально автоморф-
iзми комплексних торiв. За Твердженням 10.9 достатньо зрозумiти автоморфiзми C/Γ 𝑓−→
C/Γ, такi що 𝑓([0]) = 0. Отже нехай Aut0(C/Γ) позначає пiдгрупу у групi усiх авто-
морфiзмiв C/Γ, що складається iз автоморфiзмiв C/Γ 𝑓−→ C/Γ iз 𝑓([0]) = [0]. Тодi, як вже
згадано,

Aut0(C/Γ) = {C/Γ→ C/Γ, [𝑧] ↦→ [𝑎𝑧] | 𝑎 ∈ C, 𝑎 · Γ = Γ}.

www.gnu.org/copyleft/fdl.html
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:ModularGroup-FundamentalDomain-01.png
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Автоморфiзм iз Aut0(C/Γ(𝜏)), 𝜏 ∈ H, даний матрицею
(︀
𝛼 𝛽
𝛾 𝛿

)︀
∈ SL2(Z), так що 𝜏 = 𝛼𝜏+𝛽

𝛾𝜏+𝛿
.

Точнiше кажучи, автоморфiзм заданий правилом

[𝑧] ↦→ [𝑎𝑧], 𝑎 = 𝛾𝜏 + 𝛿.

Зауважмо, що з (10.2) випливає |𝑎| = 1.
Якщо 𝛾 = 0, тодi це дає два рiзних автоморфiзми C/Γ(𝜏): тотожний автоморфiзм [𝑧] ↦→

[𝑧] та автоморфiзм [𝑧] ↦→ −[𝑧].
Аналiзуючи випадок 𝛾 ̸= 0, можна отримати наступне.

Факт. Нехай 𝜏 ∈ 𝐹 . Якщо 𝜏 ̸= 𝑖 та 𝜏 ̸= 𝜌, тодi

Aut0(C/Γ(𝜏)) = {± idC/Γ(𝜏)} ∼= Z/2Z.

Також має мiсце

Aut0(C/Γ(𝑖)) = {exp(𝑘 · 𝜋
2

) · idC/Γ(𝑖) | 𝑘 = 0, 1, 2, 3} ∼= Z/4Z,

Aut0(C/Γ(𝜌)) = {exp(𝑘 · 𝜋
3

) · idC/Γ(𝜌) | 𝑘 = 0, 1, 2, 3, 4, 5} ∼= Z/6Z.

Доведення. Вправа. �

Зауваження 11.2. 1) Зауважмо, що група автоморфiзмiв Рiманової сфери Aut(Ĉ) — це
група перетворень

Ĉ −→ Ĉ, 𝑥 ↦→ 𝑎𝑥+ 𝑏

𝑐𝑥+ 𝑑
, ( 𝑎 𝑏𝑐 𝑑 ) ∈ GL2(C),

яка iзоморфна до фактора загальної лiнiйної групи GL2(C) за пiдгрупою матриць {( 𝜆 0
0 𝜆 ) |

𝜆 ∈ C*}. Цей фактор позначається PGL2(C). Зауважмо, що PGL2(C) нескiнченна група.
Пiдгрупа Aut0(Ĉ) автоморфiзмiв, що зберiгають 0 ∈ Ĉ, складається iз перетворень

Ĉ −→ Ĉ, 𝑥 ↦→ 𝑎𝑥

𝑐𝑥+ 𝑑
, ( 𝑎 0

𝑐 𝑑 ) ∈ GL2(C).

Ця група також нескiнченна.

2) Зауважмо, що незважаючи на те,що Aut0(C/Γ) скiнченна для кожної решiтки Γ, повна
група автоморфiзмiв Aut(C/Γ) нескiнченна.

3) Теорема Гурвiца про автоморфiзми стверджує, що для компактної Рiманової поверхнi
𝑋 роду 𝑔 > 2 група автоморфiзмiв Aut(𝑋) скiнченна та

|Aut(𝑋)| 6 84(𝑔 − 1).

11.3. Веєрштрасова ℘-функцiя: приклад несталої мероморфної функцiї на ком-
плексному торi. Розгляньмо формулу Рiмана-Роха iз Теореми 9.15 для комплексного
тора 𝑋 = C/Γ. Ми знаємо, що 𝑔 = 𝑔𝑋 = 1, тому 2𝑔 − 1 = 1, i отже для кожного дивiзора
𝐷 on 𝑋 iз deg𝐷 > 0 виконується deg𝐷 > 2𝑔 − 1, та ми маємо

𝑙(𝐷) = deg𝐷 + 1− 𝑔 = deg𝐷.

Зокрема, для 𝐷 = 𝑛 · [0] отримуємо

(11.1) 𝑙(𝐷) =

⎧⎨⎩1, if 𝑛 = 0;

𝑛, if 𝑛 > 1.

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%B4%D0%BE%D0%BB%D1%8C%D1%84_%D0%93%D1%83%D1%80%D0%B2%D1%96%D1%86 
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Це дає 𝑙(2·[0]) = 2, тобто iснує вiдмiнна вiд константи мероморфна функцiя на 𝑋 iз єдиним
полюсом у точцi [0] кратностi 2.

Нагадування 11.3. Нагадаймо, що мероморфнi функцiї на C/Γ знаходяться у взаємно
однозначнiй вiдповiдностi iз подвiйно перiодичними (елiптичними) мероморфними фун-
кцiями на C вiдносно Γ (Теорема 3.1).

Отже має iснувати елiптична функцiя на C вiдносно Γ iз полюсами кратностi 2 у точках
решiтки Γ.

Наївною спробою сконструювати таку функцiю є узяти суму∑︁
𝛾∈Γ

1

(𝑧 − 𝛾)2
,

але ця сума нескiнченна i не збiгається у жодному сенсi. Однак, ця наївна здогадка може
бути легко модифiкована, щоб отримати шуканий приклад. Покладiмо

℘(𝑧) =
1

𝑧2
+
∑︁

0̸=𝛾∈Γ

(
1

(𝑧 − 𝛾)2
− 1

𝛾2
).

Ця нескiнченна сума є сумовною (про це можна прочитати (нiмецькою мовою) у [11]) i
визначає елiптичну функцiю C вiдносно Γ iз полюсами кратностi 2 у точках решiтки Γ.
Звичайно, ця функцiя залежить вiд даної решiтки Γ = Z𝜔1 + Z𝜔2 або Γ = Z + Z𝜏 . Щоб
позначити цю залежнiсть, ми використовуватимемо позначення

℘(𝑧) = ℘(𝑧; Γ) = ℘(𝑧;𝜔1, 𝜔2) = ℘(𝑧; 𝜏).

Означення 11.4. ℘ називається Веєрштрасовою ℘-функцiєю.

Похiдна Веєрштрасової ℘-функцiї

℘′(𝑧) = −
∑︁
𝛾∈Γ

2

(𝑧 − 𝛾)3

має полюси кратностi 3 у точках решiтки Γ, отже вона визначає мероморфну функцiю на
C/Γ iз єдиним полюсом кратностi 3 у точцi [0]. Зауважмо, що функцiї ℘(𝑧) та ℘′(𝑧) лiнiйно
незалежнi. Тому iз (11.1) випливає

ℒ([0]) = C · 1, ℒ(2 · [0]) = C · 1 + C · ℘(𝑧), ℒ(3 · [0]) = C · 1 + C · ℘(𝑧) + C · ℘′(𝑧),

де, нехтуючи строгiстю позначень, ми використовуємо однаковi позначення для елiптичних
функцiй та вiдповiдних мероморфних функцiй на C/Γ.

Комбiнуючи ℘(𝑧) та ℘′(𝑧) одна з одною, ми легко отримуємо приклади мероморфних
функцiй iз просторiв ℒ(𝑛 · [0]) для кожного 𝑛 ∈ N. Наприклад ℘2(𝑧) ∈ ℒ(4 · [0]), ℘(𝑧)℘′(𝑧) ∈
ℒ(5 · [0]). Звичайно, можна також узяти похiднi вищих порядкiв, тодi ℘′′(𝑧) ∈ ℒ(4 · [0]) i т.
д.

Комбiнуючи ℘(𝑧) та ℘′(𝑧) й використовуючи (11.1), ми легко обчислюємо ℒ(4 · [0]) та
ℒ(5 · [0]).

Вправа. ℒ(4 · [0]) = C · 1 + C · ℘(𝑧) + C · ℘′(𝑧) + C · ℘2(𝑧), ℒ(5 · [0]) = C · 1 + C · ℘(𝑧) + C ·
℘′(𝑧) + C · ℘2(𝑧) + C · ℘(𝑧)℘′(𝑧).

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%B0%D1%80%D0%BB_%D0%92%D0%B5%D1%94%D1%80%D1%88%D1%82%D1%80%D0%B0%D1%81 
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Нехай тепер 𝑛 = 6. Тодi 𝑙(6 · [0]) = 6. З iншого боку усi функцiї

1, ℘, ℘′, ℘2, ℘℘′, ℘3, (℘′)2

належать до ℒ(6 · [0]). Тому вони мають бути лiнiйно залежними. Це означає, що має
iснувати многочлен вiд двох змiнних 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ C[𝑥, 𝑦], iз мономами 1, 𝑥, 𝑦, 𝑥2, 𝑥𝑦, 𝑥3, 𝑦2,
такий що

𝑓(℘, ℘′) = 0.

Знайдiмо цей многочлен.

11.4. Алгебраїчне спiввiдношення мiж ℘ та ℘′.

Факт. Веєрштрасова ℘-функцiя може бути представлена як

℘(𝑧) =
1

𝑧2
+

∞∑︁
𝑛=1

(2𝑛+ 1)𝐺2(𝑛+1) · 𝑧2𝑛,

де коефiцiєнти

𝐺𝑚 =
∑︁

0̸=𝛾∈Γ

𝛾−𝑚, 𝑚 > 3.

називаються рядами Ейзенштейна.

Доведення. Вправа. �

Ми обчислюємо

℘(𝑧) =
1

𝑧2
+ 3𝐺4𝑧

2 + 5𝐺6𝑧
4 + . . . ,

℘′(𝑧) = − 2

𝑧3
+ 6𝐺4𝑧 + 20𝐺6𝑧

3 + . . . ,

(℘′(𝑧))2 =
4

𝑧6
− 24𝐺4

1

𝑧2
− 80𝐺6 + . . . ,

℘3(𝑧) =
1

𝑧6
+ 9𝐺4

1

𝑧2
+ 15𝐺6 + . . . .

Тому

(℘′(𝑧))2 − 4℘3(𝑧) = −60𝐺4
1

𝑧2
− 140𝐺6 + . . . ,

(℘′(𝑧))2 − 4℘3(𝑧) + 60𝐺4℘(𝑧) = −140𝐺6 + . . . ,

що означає, що (℘′(𝑧))2 − 4℘3(𝑧) + 60𝐺4℘(𝑧) голоморфна, а значить стала функцiя, тобто

(℘′(𝑧))2 − 4℘3(𝑧) + 60𝐺4℘(𝑧) = −140𝐺6.

Ми отримали наступне твердження.

Твердження 11.5. Нехай 𝑔2 = 60𝐺4, 𝑔3 = 140𝐺6. Покладiмо

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦2 − 4𝑥3 + 𝑔2𝑥+ 𝑔3.

Тодi 𝑓(℘, ℘′) = 0.

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D2%90%D0%BE%D1%82%D1%85%D0%BE%D0%BB%D1%8C%D0%B4_%D0%95%D0%B9%D0%B7%D0%B5%D0%BD%D1%88%D1%82%D0%B5%D0%B9%D0%BD 
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11.5. Вправи.

Вправа 41. 1) Показати, що Веєрштрасова ℘-функцiя вiдносно решiтки Γ ⊂ C може бути
представлена як

℘(𝑧) =
1

𝑧2
+

∞∑︁
𝑛=1

(2𝑛+ 1)𝐺2(𝑛+1) · 𝑧2𝑛,

де коефiцiєнти
𝐺𝑚 =

∑︁
0̸=𝛾∈Γ

𝛾−𝑚, 𝑚 > 3.

Показати, що 𝐺𝑚 = 0 для непарних 𝑚.

2) Показати, що (℘′(𝑧))2 = 4℘3(𝑧)− 60𝐺4℘(𝑧)− 140𝐺6.

3) Нехай 𝑋 = C/Γ комплексний тор, визначений решiткою Γ. Зауважмо, що за теоремою
Рiмана-Роха 𝑙(4 · [0]) = 4. З iншого боку функцiї 1, ℘, ℘′, ℘2, ℘′′ належать доℒ(4 · [0]) (ми
ототожнюємо подвiйно перiодичнi функцiї на C з функцiями на 𝑋). Зробiть висновок,
що 1, ℘, ℘′, ℘2, ℘′′ лiнiйно залежнi й знайдiть лiнiйне спiввiдношення помiж ними. Можете
зробити це безпосередньо або ж використовуючи спiввiдношення

(℘′)2 = 4℘3 − 𝑔2℘− 𝑔3, 𝑔2 = 60𝐺4, 𝑔3 = 140𝐺6.

Вправа 42. Нехай 𝜋 : H→ H/ SL2(Z) вiдображення проекцiї. Показати, що для кожного
𝜏 ∈ H з орбiти 𝑖 або 𝜌 кожен вiдкритий окiл 𝜏 мiстить рiзнi точки iз тим самим образом
вiдносно 𝜋.
Пiдказка: Для малого 𝜖 розглянути у випадку 𝜏 = 𝑖 пару чисел 𝑒𝑖(

𝜋
2
+𝜖) та 𝑒𝑖(

𝜋
2
−𝜖); для

𝜏 = 𝜌 розглянути пару 𝑒𝑖(
2𝜋
3
+𝜖) та −1 + 𝑒𝑖(

𝜋
3
−𝜖).

Вправа 43. Розгляньмо для решiтки Γ ⊂ C ряди Ейзенштейна 𝐺4 = 𝐺4(Γ) =
∑︀

0̸=𝛾∈Γ 𝛾
−4,

𝐺6 = 𝐺6(Γ) =
∑︀

0̸=𝛾∈Γ 𝛾
−6. Нехай Γ(𝜏) = Z + Z · 𝜏 . Як i у лекцiї, позначмо 𝜌 = 𝑒𝑖

2𝜋
3 .

Обчислити
𝐺4(Γ(𝜌)) = 0, 𝐺6(Γ(𝑖)) = 0.

Пiдказка: Зауважте, що можна змiнювати порядок додавання доданкiв у рядах Ейзен-
штейна.
Для Γ = Γ(𝜌) визначмо пiдмножину Γ′ ⊂ Γ як Γ′ = {𝛾 ∈ Γ | 𝛾 = 𝑟 · 𝑒𝑖𝜙 iз 0 6 𝜙 < 𝜋

3
}.

Зауважити, що Γ може розглядатися як диз’юнктне об’єднання обертань Γ′, а саме як
об’єднання множин 𝑒𝑖

𝜋𝑘
3 · Γ′, 𝑘 = 0, 1, . . . , 5. Зауважити, що

∑︀5
𝑘=0 𝑒

−4𝑖𝜋𝑘
3 = 0.

Для Γ = Γ(𝑖) визначмо Γ′ = {𝛾 ∈ Γ | 𝛾 = 𝑟 · 𝑒𝑖𝜙 with 0 6 𝜙 < 𝜋
2
}. Зауважити, що Γ

диз’юнктне об’єднання Γ′, 𝑖Γ′, −Γ′ та −𝑖Γ′. Використати
∑︀3

𝑘=0 𝑒
−6𝑖𝜋𝑘

2 = 0.

Вправа 44. Нехай Γ решiтка у C та нехай ℘ вiдповiдна Веєрштрасова функцiя.

(1) Зауважте, що ℘′(𝑧), розглянута як мероморфна функцiя на C/Γ, має єдиний полюс [0]

кратностi 3. Скiльки нулiв може мати ℘′(𝑧)? Використовуючи, що ℘′ елiптична й непарна
функцiя, показати, що точки [𝜔1

2
], [𝜔2

2
], [𝜔1+𝜔2

2
] є нулями ℘′(𝑧). Чи iснують iншi нулi ℘′(𝑧)?

(2) Показати, що ℘(𝑧) = ℘(𝑤) тодi й лише тодi, коли або 𝑧 = 𝑤 mod Γ або ж 𝑧 = −𝑤
mod Γ.
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Пiдказка: Для фiксованого 𝑤 розглянути ℎ(𝑧) = ℘(𝑧) − ℘(𝑤) й дослiдити її множину
нулiв, використовуючи, що ℘(𝑧) парна функцiя. Скiльки нулiв може мати ℎ(𝑧)? Коли
ℎ(𝑧) може мати кратний нуль?
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12. Лекцiя 12

12.1. Поля мероморфних функцiй на комплексних торах. Нашою наступною ме-
тою є визначити полеℳ𝑋(𝑋) мероморфних функцiй на комплексному торi 𝑋.

Ми ототожнюємоℳ𝑋(𝑋) iз полем елiптичних функцiй на C вiдносно решiтки Γ.
Нехай 𝑓(𝑧) елiптична функцiя, тодi

𝑓(𝑧) =
1

2
(𝑓(𝑧) + 𝑓(−𝑧)) +

1

2
(𝑓(𝑧)− 𝑓(−𝑧)).

Позначмо 𝑔(𝑧) = 1
2
(𝑓(𝑧) + 𝑓(−𝑧)) та ℎ(𝑧) = 1

2
(𝑓(𝑧) − 𝑓(−𝑧)), тодi 𝑓(𝑧) = 𝑔(𝑧) + ℎ(𝑧),

𝑔(−𝑧) = 𝑔(𝑧) та ℎ(−𝑧) = −ℎ(𝑧), тобто 𝑔 парна, а ℎ непарна. Це доводить наступне.

Факт. Кожна елiптична функцiя на C є сумою парної елiптичної функцiї 𝑓 iз непарною
елiптичною функцiєю ℎ.

12.1.1. Парнi елiптичнi функцiї. Нашим першим спостереженням є, що ℘(𝑧) парна.

Теорема 12.1. Нехай 𝑓(𝑧) парна елiптична функцiя. Тодi iснує рацiональна функцiя вiд
однiєї змiнної Φ(𝑡) ∈ C(𝑡), така що 𝑓 = Φ(℘). Бiльше того, якщо полюси функцiї 𝑓
мiстяться у Γ, тодi у якостi Φ може бути узято многочлен.

Доведення. Припустiмо, що полюси 𝑓 мiстяться у Γ. Розгляньмо Лоранiв розклад 𝑓 у
точцi 0. Оскiльки 𝑓 парна, маємо

𝑓 =
∑︁
𝑖>−𝑛

𝑎2𝑖𝑧
2𝑖.

Отже полюси 𝑓 мають мати парну кратнiсть. Розгляньмо головну частину 𝑓 у 0:

𝑎−2𝑛𝑧
−2𝑛 + · · ·+ 𝑎−1𝑧

−2.

Зауважмо, що Лоранiв розклад ℘(𝑧) у нулi має форму
1

𝑧2
+ 𝑏2𝑧

2 + 𝑏4𝑧
4 + . . . .

Його головна частина — це 1
𝑧2

. Ми робимо висновок, що головна частина ℘𝑙(𝑧) має форму

1

𝑧2𝑙
+ лiнiйна комбiнацiя

1

𝑧2𝜈
з 𝜈 < 𝑙.

Тодi 𝑓−𝑎−2𝑛℘
𝑛(𝑧) має полюси меншої кратностi нiж 𝑓 . Отже, за iндукцiєю, отримуємо, що

для деякий коефiцiєнтiв 𝜆𝑖 ∈ C функцiя 𝑓 −
∑︀𝑛

𝑖>1 𝜆𝑖℘
𝑖 голоморфна, отже стала, скажiмо

𝜆0. Тодi

𝑓 =
𝑛∑︁
𝑖>0

𝜆𝑖℘
𝑖 = Φ(℘), Φ(𝑡) =

𝑛∑︁
𝑖>0

𝜆𝑖𝑡
𝑖.

Нехай тепер 𝑓 довiльна парна елiптична функцiя. По модулю решiтки Γ, вона може мати
лише скiнченну кiлькiсть полюсiв поза Γ. Нехай 𝑝1, . . . , 𝑝𝑟 — це вiдповiднi представники
усiх полюсiв, якi не належать до Γ. Тодi ℘(𝑧)−℘(𝑝𝑖) має нуль у 𝑝1. Нехай 𝜈𝑖 — це кратнiсть
полюса 𝑝𝑖 функцiї 𝑓 . Тодi

ℎ(𝑧) = 𝑓 ·
𝑟∏︁
𝑖=1

(℘(𝑧)− ℘(𝑝𝑖))
𝜈𝑖
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не має полюсiв поза решiткою Γ i тому iснує многочлен Ψ(𝑡) ∈ C[𝑡], такий що Ψ(℘) = ℎ(𝑧).
Тодi

𝑓 =
ℎ(𝑧)∏︀𝑟

𝑖=1(℘(𝑧)− ℘(𝑝𝑖))𝜈𝑖
=

Ψ(℘)∏︀𝑟
𝑖=1(℘(𝑧)− ℘(𝑝𝑖))𝜈𝑖

,

тобто 𝑓 = Φ(℘) для

Φ(𝑡) =
Ψ(𝑡)∏︀𝑟

𝑖=1(𝑡− ℘(𝑝𝑖))𝜈𝑖
∈ C(𝑡).

Це завершує доведення. �

12.1.2. Непарнi елiптичнi функцiї. Зауважмо, що ℘′(𝑧) непарна. Нехай 𝑓 довiльна непар-
на елiптична функцiя. Тодi 𝑓

℘′ є парною елiптичною функцiєю, отже iснує Φ(𝑡) ∈ C(𝑡),
така що 𝑓 = ℘′ · Φ(℘). Зрештою мо отримуємо наступне твердження.

Теорема 12.2. Нехай 𝑋 = C/Γ комплексний тор. Нехай ℘(𝑧) = ℘(𝑧; Γ) вiдповiдна Веєр-
штрасова ℘-функцiя. Тодi ℳC/Γ(C/Γ) = C(℘) + ℘′(𝑧)C(℘)

Зауваження 12.3. Зауважмо, що доведення Теореми 12.2 конструктивне.

Наслiдок 12.4. ℳC/Γ(C/Γ) ∼= C(𝑥)[𝑦]/(𝑦2 − 4𝑥3 + 𝑔2𝑥 + 𝑔3), де 𝑔2 = 60
∑︀

0 ̸=𝛾∈Γ
1
𝛾4

, 𝑔3 =

140
∑︀

0 ̸=𝛾∈Γ
1
𝛾6

Доведення. Визначмо сюр’єктивний гомоморфiзм

C(𝑥)[𝑦]→ℳC/Γ(C/Γ), 𝑥 ↦→ ℘(𝑧), ↦→ ℘′(𝑧).

Тодi, за Твердженням 11.5, 𝑦2 − 4𝑥3 + 𝑔2𝑥+ 𝑔3 лежить у ядрi i ми отримуємо сюр’єкцiю

C(𝑥)[𝑦]/(𝑦2 − 4𝑥3 + 𝑔2𝑥+ 𝑔3)→ℳC/Γ(C/Γ).

Оскiльки 𝑓 незвiдний многочлен над C(𝑥), робимо висновок, що C(𝑥)[𝑦](𝑦2−4𝑥3+𝑔2𝑥+𝑔3)

поле. Оскiльки вiдмiннi вiд нуля гомоморфiзми полiв iн’єктивнi, робимо висновок, що
ℳC/Γ(C/Γ) ∼= C(𝑥)[𝑦]/(𝑦2 − 4𝑥3 + 𝑔2𝑥+ 𝑔3). Це завершує доведення. �

12.2. Комплекснi тори як гладкi проективнi алгебраїчнi плоскi кривi. Нагадай-
мо, що комплексна площина

P2 = {⟨𝑥0, 𝑥1, 𝑥2⟩ | (𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) ∈ C3 ∖ {0}},

має структуру комплексного многовиду.

Означення 12.5. Плоска проективна крива 𝐶 — це множина нулiв однорiдного много-
члена 𝑓 ∈ C[𝑧0, 𝑧1, 𝑧2]

𝐶 = 𝑍(𝑓) = {⟨𝑥0, 𝑥1, 𝑥2 ∈ P2 | 𝑓(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) = 0⟩}.

𝐶 називається гладкою, якщо вона є комплексним пiдмноговидом у P2 (у цьому випадку
це Рiманова поверхня).

Факт. 𝐶 = 𝑍(𝑓) ⊂ P2 гладка тодi й лише тодi, коли

𝑍(
𝜕𝑓

𝜕𝑧0
,
𝜕𝑓

𝜕𝑧1
,
𝜕𝑓

𝜕𝑧2
) = {⟨𝑥0, 𝑥1, 𝑥2⟩ ∈ P2 |

𝜕𝑓

𝜕𝑧𝑖
(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) = 0, 𝑖 = 0, 1, 2}

пуста, тобто частиннi похiднi 𝑓 не мають спiльних нулiв у P2.
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Доведення. Вправа. �

Теорема 12.6. Кожен комплексний тор C/Γ iзоморфний до гладкої проективної плоскої
кубiчної кривої. А саме, C/Γ ∼= 𝑍(𝑓), де

𝑓 = 𝑧0𝑧
2
2 − 4𝑧31 + 𝑔2𝑧

2
0𝑧1 + 𝑔3𝑧

3
0 , 𝑔2 = 60

∑︁
0̸=𝛾∈Γ

1

𝛾4
, 𝑔3 = 140

∑︁
0̸=𝛾∈Γ

1

𝛾6
.

Iзоморфiзм задається вiдображенням

C/Γ 𝜙−→ P2, [𝑧] ↦→

⎧⎨⎩⟨1, ℘(𝑧), ℘′(𝑧)⟩, [𝑧] ̸= [0];

⟨0, 0, 1⟩, [𝑧] = [0].

Доведення(ескiз). Нехай 𝐶 = 𝑍(𝑓). Iз дискусiї вище зрозумiло, що 𝜙(C/Γ) ⊂ 𝐶.
I. Бiєктивнiсть 𝜙 : C/Γ→ 𝐶.
I.1. Iн’єктивнiсть.

Лема 12.7. 1) ℘(𝑧) = ℘(𝑤) тодi й лише тодi, коли або 𝑧 = 𝑤 mod Γ або ж 𝑧 = −𝑤
mod Γ.

2) ℘′(𝑧) = 0 тодi й лише тодi, коли 2𝑧 ∈ Γ, тобто iснує три рiзних mod Γ нулi 𝜔1

2
, 𝜔2

2
,

𝜔1+𝜔2

2
.

0 𝜔1

𝜔1 + 𝜔2𝜔2

𝜔1

2

𝜔2

2

𝜔1+𝜔2

2

Отже, якщо 𝑧, 𝑤 ̸∈ Γ, такi що 𝜙(𝑧) = 𝜙(𝑤), тодi ℘(𝑧) = ℘(𝑤), ℘′(𝑧) = ℘′(𝑤). Отже, або
𝑤 = 𝑧 mod Γ (i тому [𝑧] = [𝑤]) або ж 𝑧 = −𝑤 mod Γ i ℘′(𝑧) = ℘′(−𝑤) = −℘′(𝑤) = −℘′(𝑧).
У другому випадку 2℘′(𝑧) = 0, тому ℘′(𝑧) = 0. Тому за Лемою 12.7 2𝑧 ∈ Γ й зрештою 𝑧 = 𝑤

mod Γ. Оскiльки 𝜙([𝑧]) ̸= ⟨0, 0, 1⟩ для усiх [𝑧] ̸= [0], робимо висновок, що 𝜙 iн’єктивна.

Зауваження 12.8. Зокрема, ℘ набуває рiзних значень у точках 𝜔1

2
, 𝜔2

2
, 𝜔1+𝜔2

2
(тобто у

нулях ℘′). Покладiмо ℎ(𝑥) = 4𝑥3 − 𝑔2𝑥 − 𝑔3. Тодi оскiльки ℘′(𝑧)2 = ℎ(℘(𝑧)), маємо, що
℘(𝜔1

2
), ℘(𝜔2

2
), ℘(𝜔1+𝜔2

2
) — це 3 рiзних нулi функцiї ℎ, отже

ℎ(𝑥) = 4
(︁
𝑥− ℘

(︁𝜔1

2

)︁)︁
·
(︁
𝑥− ℘

(︁𝜔2

2

)︁)︁
·
(︂
𝑥− ℘

(︂
𝜔1 + 𝜔2

2

)︂)︂
.

I.2 Сюр’єктивнiсть. Зрозумiло, що ⟨0, 0, 1⟩ ∈ 𝜙(C/Γ).
Вiзьмiмо довiльну точку ⟨1, 𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝐶. Оскiльки ℘ набуває усiх значень, iснує 𝑧 ∈ C iз

℘(𝑧) = 𝑎. Оскiльки 𝑏2 = ℘′(𝑧)2 = ℎ(℘(𝑧)) = ℎ(𝑎), маємо ℘′(𝑧) = ±𝑏. Якщо ℘′(𝑧) = 𝑏, тодi
𝜙([𝑧]) = ⟨1, 𝑎, 𝑏⟩. Якщо ℘′(𝑧) = −𝑏, тодi 𝜙([−𝑧]) = ⟨1, ℘(−𝑧), ℘′(−𝑧)⟩ = ⟨1, ℘(𝑧),−℘′(𝑧)⟩ =

⟨1, 𝑎, 𝑏⟩.
II. 𝐶 гладка крива у P2 (тобто пiдмноговид). Дiйсно, припустiмо протилежне. Тодi

iснує 𝑠 = ⟨𝑠0, 𝑠1, 𝑠2⟩ ∈ P2, так що
𝜕𝑓

𝜕𝑧0
(𝑠) =

𝜕𝑓

𝜕𝑧1
(𝑠) =

𝜕𝑓

𝜕𝑧2
(𝑠) = 0.
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Пряме обчислення показує, що звiдси випливає

∆ = 𝑔32 − 27𝑔23 = 0.

З iншого боку, зауважмо, що ∆ — це дискримiнант многочлена ℎ(𝑥) = 4𝑥3 − 𝑔2𝑥 − 𝑔3.
Оскiльки останнiй має 3 рiзних нуля, ∆ ̸= 0, й ми отримуємо суперечнiсть. Отже крива 𝐶
гладка.

III. Iз означення функцiї 𝜙 випливає, що вона неперервна. Зрозумiло, що 𝜙 голомор-
фна на C/Γ ∖ {[0]}. За Теоремою 2.4 𝜙 голоморфне вiдображення у P2. Його образ 𝐶

є пiдмноговидом, отже 𝜙 : C/Γ → 𝐶 голоморфне вiдображення Рiманових поверхонь.
Оскiльки воно бiєктивне, отримуємо, що 𝜙 — це iзоморфiзм, що й завершує доведення. �

Означення 12.9. Гладкi проективнi кубiчнi кривi називаються елiптичними кривими.
Таким чином, комплекснi тори є елiптичними кривими.

12.3. 𝑗-iнварiант. Ми визначили для 𝜏 ∈ H константи 𝑔2 = 𝑔2(𝜏), 𝑔3 = 𝑔3(𝜏). Отже можна
розглядати 𝑔2 та 𝑔3 як функцiї на H. Цi функцiї є голоморфними на H. Можна показати,
що для ( 𝑎 𝑏𝑐 𝑑 ) ∈ SL2(C)

𝑔2

(︂
𝑎𝜏 + 𝑏

𝑐𝜏 + 𝑑

)︂
= (𝑐𝜏 + 𝑑)4 · 𝑔2(𝜏), 𝑔3

(︂
𝑎𝜏 + 𝑏

𝑐𝜏 + 𝑑

)︂
= (𝑐𝜏 + 𝑑)6 · 𝑔3(𝜏).

У цьому випадку говорять, що 𝑔2 — це модулярна форма з вагою 4, а 𝑔3 — це модулярна
форма з вагою 6.

Тодi ∆ = 𝑔32 − 27𝑔23 має властивiсть

∆

(︂
𝑎𝜏 + 𝑏

𝑐𝜏 + 𝑑

)︂
= (𝑐𝜏 + 𝑑)12 ·∆(𝜏)

й ми кажемо, що ∆ модулярна форма ваги 12. Ми показали вище, що ∆ = 𝑔32 − 27𝑔23 ̸= 0,
таким чином маємо голоморфну функцiю на H:

𝑗(𝜏) =
𝑔32(𝜏)

∆(𝜏)
.

Тодi

𝑗

(︂
𝑎𝜏 + 𝑏

𝑐𝜏 + 𝑑

)︂
= 𝑗(𝜏),

тобто 𝑗 є iнварiантною вiдносно дiї групи SL2(Z) на H.

Означення 12.10. Голоморфна функцiя 𝑗 : H→ C називається 𝑗-iнварiантом.

Тому iснує єдина факторизацiя через H 𝜋−→ H/ SL2(Z), яка, нехтуючи строгiстю позна-
чень, теж позначається 𝑗.

H C

H/ SL2(Z)

𝑗
//

𝜋
��

??

∃!
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Теорема 12.11. Вiдображення

H/ SL2(Z)
𝑗−→ C, [𝜏 ] ↦→ 𝑗(𝜏)

бiєктивне, тобто два комплексних тори C/Γ(𝜏) та C/Γ(𝜏 ′) iзоморфнi тодi й лише тодi,
якщо 𝑗(𝜏) = 𝑗(𝜏 ′).

Доведення. Без доведення. Доведення можна знайти, наприклад, у [5]. �
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Вправи.

Вправа 45. Нехай Γ решiтка у C, й нехай ℘ вiдповiдна Веєрштрасова функцiя. Зауважмо,
що елiптичнi функцiї ℘′′′′(𝑧) та ℘′(𝑧) ·℘′′′(𝑧) парнi iз полюсами у точках Γ. Представити цi
функцiї як многочлени вiд ℘.

Вправа 46. Нехай Γ решiтка у C, й нехай ℘ вiдповiдна Веєрштрасова функцiя. Зауважмо,
що елiптичнi функцiї ℘′′′(𝑧) та ℘(5)(𝑧) непарнi. Записати їх як ℘′ ·Ψ(℘) для деякого Ψ(𝑡) ∈
C(𝑡).

Вправа 47. У лекцiї ми показали, що

ℳC/Γ(C/Γ) ∼= C(𝑥)[𝑦]/(𝑦2 − 4𝑥3 + 𝑔2𝑥+ 𝑔3).

Знайти обернений елемент до 𝑦3 у полi C(𝑥)[𝑦]/(𝑦2 − 4𝑥3 + 𝑔2𝑥 + 𝑔3). Використати його,
щоб виразити (1/℘′(𝑧))3 як многочлен вiд ℘′ iз коефiцiєнтами у C(℘).

Вправа 48. У лекцiї ми визначили 𝑗-iнварiант

𝑗(𝜏) =
𝑔32(𝜏)

∆(𝜏)
, ∆(𝜏) = 𝑔32(𝜏)− 27𝑔23(𝜏).

Обчислити наступнi значення 𝑗-iнварiанта:

𝑗

(︃
1

2
+ 𝑖

√
3

2

)︃
= 0, 𝑗(𝑖) = 1.

Iншими словами, показати, що

𝑔2

(︃
1

2
+ 𝑖

√
3

2

)︃
= 0, 𝑔3(𝑖) = 0.
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13. Лекцiя 13

13.1. Iнтегрування диференцiальних форм. Нехай 𝑈 ⊂ 𝑋 вiдкрита пiдмножина
Рiманової поверхнi 𝑋. Нехай 𝜔 ∈ Ω𝑋(𝑈).

Нехай 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → 𝑈 гладкий (тобто кусково диференцiйовний) шлях. Це означає, що
для кожної карти 𝜙𝑖 : 𝑈𝑖 → 𝑉𝑖, 𝑈𝑖 ⊂ 𝑈 , функцiї 𝜙𝑖 ∘ 𝛾 : 𝛾−1(𝑈𝑖) → 𝑉𝑖 є кусково дифе-
ренцiйовними.

I. Припустiмо, що iснує карта 𝜙 : 𝑊 → 𝑉 , 𝑊 ⊂ 𝑈 , така що 𝛾([𝑎, 𝑏]) ⊂ 𝑊 . Запишiмо
𝜔|𝑊 = 𝑓 · 𝑑𝜙 для 𝑓 ∈ 𝒪𝑋(𝑊 ) й позначмо∫︁

𝛾

𝜔 :=

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝛾(𝑡)) · (𝜙(𝛾(𝑡)))′𝑑𝑡.

Факт. Це означення не залежить вiд вибору 𝜙.

Доведення. Вправа. �

II. Завжди можна обрати розбиття iнтервала [𝑎, 𝑏], тобто

𝑎 = 𝑎0 < 𝑎1 < · · · < 𝑎𝑚 = 𝑏,

так щоб для 𝛾𝑖 := 𝛾|[𝑎𝑖−1,𝑎𝑖] : [𝑎𝑖−1, 𝑎𝑖]→ 𝑋 iснувала карта 𝜙𝑖 : 𝑈𝑖 → 𝑉𝑖 на 𝑋 iз 𝛾𝑖([𝑎𝑖−1, 𝑎𝑖]) ⊂
𝑈𝑖. Визначмо тепер ∫︁

𝛾

𝜔 :=
𝑚∑︁
𝑖=1

∫︁
𝛾𝑖

𝜔.

Факт. Це означення не залежить вiд вибору розбиття.

Доведення. Вправа. �

Отже для кожної вiдкритої пiдмножини 𝑈 ⊂ 𝑋, для кожної 𝜔 ∈ Ω𝑋(𝑈) та для кожного
гладкого шляху 𝛾 : [𝑎, 𝑏]→ 𝑈 , маємо ∫︁

𝛾

𝜔 ∈ C.

Зауваження 13.1. Аналогiчно, для вiдкритої пiдмножини 𝑈 ⊂ 𝑋, для 𝜔 ∈ 𝒦𝑋(𝑈) та
для такого гладкого шляху 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → 𝑈 , що 𝛾([𝑎, 𝑏]) не мiстить полюсiв 𝜔, маємо

∫︀
𝛾

𝜔

також. Дiйсно, достатньо замiнити 𝑈 множиною 𝑈 ′ = 𝑈 ∖ {полюси 𝜔}. Тодi 𝜔 ∈ Ω𝑋(𝑈 ′) та
𝛾([𝑎, 𝑏]) ⊂ 𝑈 ′.

Властивостi. I. Iнварiантнiсть вiдносно репараметризацiї. Нехай [𝑎′, 𝑏′]
𝛼−→ [𝑎, 𝑏]

гладке вiдображення, таке що 𝛼(𝑎′) = 𝑎, 𝛼(𝑏′) = 𝑏. Нехай 𝛾 : [𝑎, 𝑏]→ 𝑋 гладкий шлях. Тодi
𝛾 ∘ 𝛼 : [𝑎′, 𝑏′] гладкий шлях також i ∫︁

𝛾

𝜔 =

∫︁
𝛾∘𝛼

𝜔.

II. Лiнiйнiсть.
∫︀
𝛾

(𝜆𝜔1 + 𝜇𝜔2) = 𝜆
∫︀
𝛾

𝜔1 + 𝜇
∫︀
𝛾

𝜔2 для диференцiальних форм 𝜔1, 𝜔2, визна-

чених навколо шляху 𝛾, та для 𝜆, 𝜇 ∈ C.
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III. Нехай 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → 𝑋 гладкий шлях, нехай 𝑈 вiдкритий окiл навколо 𝛾([𝑎, 𝑏]), нехай
𝑓 ∈ 𝒪𝑋(𝑈). Нехай ∫︁

𝛾

𝑑𝑓 = 𝑓(𝛾(𝑏))− 𝑓(𝛾(𝑎)).

IV. Нехай {𝛾𝑖}𝑛1 розклад гладкого шляху 𝛾, тобто 𝛾 = 𝛾1𝛾2 . . . 𝛾𝑛. Тодi∫︁
𝛾

𝜔 =
𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁
𝛾𝑖

𝜔.

V. Нехай 𝛾−1 обернений шлях до гладкого шляху 𝛾. Тодi∫︁
𝛾−1

𝜔 = −
∫︁
𝛾

𝜔.

Зауваження 13.2. Кожен неперервний шлях може бути наближений гладкими шляхами.
Це дозволяє визначити iнтеграли диференцiальних форм вздовж довiльних неперервних
шляхiв.

Теорема 13.3. Нехай 𝑋 Рiманова поверхня. Нехай 𝜔 ∈ Ω𝑋(𝑋). Нехай 𝛾 ∼ 𝛿 два гомо-
топних шляхи. Тодi ∫︁

𝛾

𝜔 =

∫︁
𝛿

𝜔.

Доведення (пiдказка). Це наслiдок iз теореми Стокса. �

Наслiдок 13.4. Нехай 𝑋 Рiманова поверхня, нехай 𝑥0 ∈ 𝑋. Розгляньмо фундаментальну
групу 𝜋1(𝑋, 𝑥0). Нехай 𝜔 ∈ Ω𝑋(𝑋), тодi

𝜋1(𝑋, 𝑥0)→ C, [𝛾] ↦→
∫︁
𝛾

𝜔

коректно визначений гомоморфiзм груп.

Доведення. Вiдображення коректно визначене за попередньою теоремою. Нехай 𝛾, 𝛿 два
замкнених шляхи 𝑥0. За властивiстю (IV) iнтегралiв виконується∫︁

𝛾·𝛿

𝜔 =

∫︁
𝛾

𝜔 +

∫︁
𝛿

𝜔.

Тому вiдображення [𝛾] ↦→
∫︀
𝛾

𝜔 це гомоморфiзм груп для кожного 𝜔 ∈ Ω𝑋(𝑋). �

Означення 13.5. Число
∫︀
𝛾

𝜔 називається перiодом шляху 𝛾 вiдносно диференцiальної

форми 𝜔. Гомоморфiзм ∫︁
−

𝜔 : 𝜋1(𝑋, 𝑥0)→ C, [𝛾] ↦→
∫︁
𝛾

𝜔,

називається гомоморфiзмом перiодiв.

Вправа. Обчислити перiоди твiрних 𝜋1(C/Γ) вiдносно деякого 𝜔, що породжує ΩC/Γ(C/Γ).

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D0%B6%D0%BE%D1%80%D0%B4%D0%B6_%D0%93%D0%B0%D0%B1%D1%80%D1%96%D1%94%D0%BB%D1%8C_%D0%A1%D1%82%D0%BE%D0%BA%D1%81 
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13.2. Лишки диференцiальних форм.

Означення 13.6. Нехай 𝜔 ∈ 𝒦𝑋(𝑈) для деякої вiдкритої пiдмножини 𝑈 Рiманової по-
верхнi 𝑋. Нехай 𝑎 ∈ 𝑈 . Нехай 𝑧 : 𝑈 ′ → 𝑉 локальна координата у точцi 𝑎. Нехай 𝜔|𝑈 ′ = 𝑓𝑑𝑧

для деякої 𝑓 ∈ℳ𝑋(𝑈 ′). Визначмо

res𝑎 𝜔 := res𝑧(𝑎)(𝑓 ∘ 𝑧−1),

це число називається лишком диференцiальної форми 𝜔 у точцi 𝑎.

Нагадування 13.7. Нехай 𝑈 ⊂ C вiдкрита, нехай 𝑏 ∈ 𝑈 , 𝑓 ∈ 𝒪𝑋(𝑈 ∖ {𝑏}), й нехай

𝑓(𝑧) =
∑︁
𝑖

𝑐𝑖(𝑧 − 𝑏)𝑖

його розклад Лорана у точцi 𝑏. Тодi

res𝑏 𝑓 = 𝑐−1.

Еквiвалентно,

res𝑏 𝑓 =
1

2𝜋𝑖

∮︁
𝑏

𝑓𝑑𝑧.

Зауваження 13.8. Не має сенсу визначати лишки мероморфних функцiй на Рiмановiй
поверхнi, оскiльки це залежатиме вiд вибору локальних координат.

Факт. Число res𝑎 𝜔, визначене Означеннi 13.6, не залежить вiд вибору локальних коор-
динат.

13.3. Теорема про лишки.

Теорема 13.9 (Теорема про лишки). Нехай 𝑋 компактна Рiманова поверхня, нехай 𝜔 ∈
𝒦𝑋(𝑋). Тодi ∑︁

𝑥∈𝑋

res𝑥 𝜔 = 0.

Доведення (пiдказка). Випливає iз теореми Стокса. �

Приклад 13.10. Нехай 𝑓 ∈ ℳ𝑋(𝑋). Покладiмо 𝜔 = 𝑑𝑓
𝑓
. Теорема про лишки виглядає у

цьому випадку як ∑︁
𝑝∈𝑋

res𝑝
𝑑𝑓

𝑓
= 0.

Для кожного 𝑝 ∈ 𝑋 оберiмо локальну координату 𝑧 у 𝑝 та зобразiмо 𝑓 локально навколо
𝑝 як 𝑓 = 𝑧𝑘 ̃︀𝑓 , де ̃︀𝑓 голоморфна функцiя навколо 𝑝, така що ̃︀𝑓(𝑝) ̸= 0 та 𝑘 = ord𝑝 𝑓 . Тодi

𝑑𝑓 = (𝑘𝑧𝑘−1 ̃︀𝑓 + 𝑧𝑘
𝜕 ̃︀𝑓
𝜕𝑧

)𝑑𝑧

i отже
𝑑𝑓

𝑓
=

(︃
𝑘

𝑧
+

𝜕 ̃︀𝑓
𝜕𝑧̃︀𝑓
)︃
𝑑𝑧.

Це означає, що res𝑝
𝑑𝑓
𝑓

= 𝑘 = ord𝑝 𝑓 , отже теорема про лишки набуває вигляд∑︁
𝑝∈𝑋

ord𝑝 𝑓 = 0,

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D0%B6%D0%BE%D1%80%D0%B4%D0%B6_%D0%93%D0%B0%D0%B1%D1%80%D1%96%D1%94%D0%BB%D1%8C_%D0%A1%D1%82%D0%BE%D0%BA%D1%81 
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що ми вже знаємо.

13.4. Iснування диференцiальних форм iз заданими головними частинами.

Теорема 13.11. Нехай 𝑆 ⊂ 𝑋 скiнченна множина. Для 𝑎 ∈ 𝑆 нехай 𝑈𝑎 вiдкритий окiл,
такий що 𝑈𝑎 ∩ 𝑈𝑏 = ∅ для 𝑎 ̸= 𝑏. Нехай 𝜔𝑎 ∈ 𝒦𝑋(𝑈𝑎), така що 𝜔𝑎 ∈ Ω𝑋(𝑈𝑎 ∖ {𝑎}).
Нехай

∑︀
𝑎∈𝑆

res𝑎 𝜔𝑎 = 0. Тодi iснує 𝜔 ∈ 𝒦𝑋(𝑋), така що 𝑆 є її множиною полюсiв та

𝜔|𝑈𝑎 − 𝜔𝑎 ∈ Ω𝑋(𝑈𝑎).

Доведення. Без доведення. �

Зауваження 13.12. Це означає, що умова
∑︀

𝑥∈𝑋 res𝑥 𝜔 = 0 iз теореми про лишки є єдиною
перепоною для iснування диференцiальних форм.

Наслiдок 13.13. На кожнiй компактнiй Рiмановiй поверхнi 𝑋 iснує нестала меромор-
фна функцiя 𝑓 ∈ℳ𝑋(𝑋).

Доведення. Для кожних двох рiзних точок 𝑝1, 𝑝2 ∈ 𝑋 iснують диференцiальнi форми
𝜔1, 𝜔2 ∈ 𝒦𝑋(𝑋), такi що 𝑝1 є єдиним полюсом 𝜔1 iз ord𝑝1 𝜔1 = −2, а 𝑝2 є єдиним по-
люсом 𝜔2 iз ord𝑝2 𝜔2 = −2. Тодi 𝜔1 = 𝑓 · 𝜔2 для деякої 𝑓 ∈ ℳ𝑋(𝑋). У цьому випадку 𝑓 не
може бути константою. �
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Вправи.

Вправа 49. Розгляньмо решiтку Γ = Z · 5 +Z · (2 + 3𝑖). Нехай 𝑋 = C/Γ вiдповiдний ком-
плексний тор. Розгляньмо шлях 𝛾 : [0, 1]→ 𝑋, 𝛾(𝑡) = [(12 + 9𝑖) · 𝑡]. Нехай 𝜔 стандартний
твiрний Ω𝑋(𝑋), тобто для кожної карти 𝜙 : 𝑈 → 𝑉 виконується 𝜔|𝑈 = 𝑑𝜙. Обчислити∫︁

𝛾

𝜔.

Вправа 50. Нехай Γ = Z𝛾1 + Z𝛾2 решiтка у C. Нехай 𝑋 = C/Γ вiдповiдний комплексний
тор.

Визначмо 𝛿1 : [0, 1] → 𝑋 як 𝛿1(𝑡) = [𝑡 · 𝛾1] та 𝛿2 : [0, 1] → 𝑋 як 𝛿2(𝑡) = [𝑡 · 𝛾2]. Заува-
жмо, що 𝛿1 та 𝛿2 гладкi замкненi шляхи у точцi [0] ∈ 𝑋. Бiльше того, вони породжують
фундаментальну групу 𝑋.

Нехай 𝜔 стандартний твiрний Ω𝑋(𝑋), тобто для кожної карти 𝜙 : 𝑈 → 𝑉 виконується
𝜔|𝑈 = 𝑑𝜙. Обчислити iнтеграли ∫︁

𝛿1

𝜔 та
∫︁
𝛿2

𝜔.

Вправа 51. Розгляньмо Рiманову сферу Ĉ. Нехай 𝑧 = 𝜙0 : 𝑈0 → C та 𝑤 = 𝜙1 : 𝑈1 → C
стандартнi карти. Розгляньмо мероморфну функцiю 𝑓 = 𝑧3

𝑧2−1
на Ĉ й визначмо 𝜔 ∈ 𝒦Ĉ(Ĉ)

за допомогою умови 𝜔|𝑈0 = 𝑓𝑑𝑧. Обчислити res1 𝜔 та res−1 𝜔. Використати теорему про
лишки, щоб отримати значення res∞ 𝜔.

Вправа 52. Нехай 𝐷 =
𝑟∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖 · 𝑥𝑖 головний дивiзор на комплексному торi 𝑋 = C/Γ, тобто

𝐷 = (𝑓) для деякої мероморфної функцiї 𝑓 ∈ℳ𝑋(𝑋). Показати, що
𝑟∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖 · 𝑥𝑖 = 0

як елемент 𝑋 = C/Γ.

Пiдказка: Нехай 𝜋 : C → 𝑋 канонiчна проекцiя. Розглянути 𝐹 (𝑧) = 𝑓 ∘ 𝜋(𝑧). Обрати
фундаментальний паралелограм 𝑉 у C таким чином, що його межа 𝜕𝑉 не мiстить полюсiв
та нулiв 𝐹 . Розглянути iнтеграл ∫︁

𝜕𝑉

𝑧 ·
𝐹 ′(𝑧)

𝐹 (𝑧)
𝑑𝑧

i застосувати стандартну теорему про лишки.

Теорема. Для мероморфної функцiї 𝑔 на вiдкритiй пiдмножинi 𝑉 ⊂ C, яка має неперерв-
не продовження на замикання 𝑉 й не має нулiв та полюсiв на межi 𝜕𝑉 , виконується
рiвнiсть

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝜕𝑉

𝑔(𝑧)𝑑𝑧 =
∑︁
𝑎∈𝑉

res𝑎 𝑔.
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14. Лекцiя 14

14.1. Решiтка перiодiв та Якобiан Рiманової поверхнi.

Означення 14.1. Нехай 𝑋 компактна Рiманова поверхня, нехай

𝛼1, . . . , 𝛼𝑝, 𝛽1, . . . , 𝛽𝑝

деякi представники твiрних фундаментальної групи 𝜋1(𝑋) of 𝑋 (див. Лекцiю 4). Нехай
𝜔 ∈ Ω𝑋(𝑋), визначмо 𝐴𝑖(𝜔) =

∫︀
𝛼𝑖

𝜔, 𝐵𝑖(𝜔) =
∫︀
𝛽𝑖

𝜔. Ми отримуємо лiнiйнi вiдображення

Ω𝑋(𝑋)
𝐴−→ C𝑝, 𝜔 ↦→ (𝐴1(𝜔), 𝐴2(𝜔), . . . , 𝐴𝑝(𝜔)),

Ω𝑋(𝑋)
𝐵−→ C𝑝, 𝜔 ↦→ (𝐵1(𝜔), 𝐵2(𝜔), . . . , 𝐵𝑝(𝜔)).

Теорема 14.2. 𝐴 та 𝐵 iзоморфiзми векторних просторiв. Зокрема це означає, що рiд
компактної Рiманової поверхнi збiгається з числом 𝑝 (“дiрок у бублику” або “ручок у
сфери”).

Доведення. Без доведення. Доведення може бути виведене iз теорiї гармонiчних функцiй.
�

Наслiдок 14.3. Нехай 𝜔 ∈ Ω𝑋(𝑋). Тодi

𝜔 = 0 ⇔ 𝐴𝑖(𝜔) = 0 ∀𝑖 ⇔ 𝐵𝑖(𝜔) = 0 ∀𝑖.

Означення 14.4. Зафiксуймо базис Ω𝑋(𝑋), скажiмо {𝜔1, . . . , 𝜔𝑔} (припустiмо 𝑔 > 1). Тодi
для кожного замкненого шляху 𝛼 у 𝑋 у точцi 𝑥0 ∈ 𝑋 вектор

(

∫︁
𝛼

𝜔1, . . . ,

∫︁
𝛼

𝜔𝑔) ∈ C𝑔

Називається перiодом 𝑋 вiдносно {𝜔1, . . . , 𝜔𝑔}.
Позначмо 𝐿 = 𝐿(𝜔1, . . . , 𝜔𝑔) ⊂ C𝑔 множину усiх перiодiв 𝑋 вiдносно {𝜔1, . . . , 𝜔𝑔}. Оскiль-

ки ∫︁
𝛼

𝜔 +

∫︁
𝛽

𝜔 =

∫︁
𝛼·𝛽

𝜔,

отримуємо, що 𝐿 пiдгрупа у C𝑔.

Розгляньмо довiльний перiод (
∫︀
𝛼

𝜔1, . . . ,
∫︀
𝛼

𝜔𝑔). Оскiльки [𝛼1], . . . , [𝛼𝑔], [𝛽1], . . . , [𝛽𝑔] поро-

джують фундаментальну групу, [𝛼] може бути виражений як добуток їхнiх степенiв. Тодi

(

∫︁
𝛼

𝜔1, . . . ,

∫︁
𝛼

𝜔𝑔)

лiнiйна комбiнацiя

(

∫︁
𝛼𝑖

𝜔1, . . . ,

∫︁
𝛼𝑖

𝜔𝑔), 𝑖 = 1, . . . , 𝑔, and (

∫︁
𝛽𝑗

𝜔1, . . . ,

∫︁
𝛽𝑗

𝜔𝑔), 𝑗 = 1, . . . , 𝑔,
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iз цiлочисельними коефiцiєнтами. Iншими словами,

(

∫︁
𝛼

𝜔1, . . . ,

∫︁
𝛼

𝜔𝑔)

є лiнiйною комбiнацiєю iз цiлочисельними коефiцiєнтами рядкiв так званої матрицi пе-
рiодiв ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐴1(𝜔1) . . . 𝐴1(𝜔𝑔)
... . . . ...

𝐴𝑔(𝜔1) . . . 𝐴𝑔(𝜔𝑔)

𝐵1(𝜔1) . . . 𝐵1(𝜔𝑔)
... . . . ...

𝐵𝑔(𝜔1) . . . 𝐵𝑔(𝜔𝑔)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Отже рядки матрицi перiодiв породжують 𝐿 як абелеву групу.
Ранг матрицi перiодiв (над C) дорiвнює 𝑔. Бiльше того, можна показати, що її рядки

лiнiйно незалежнi над R. Це означає, що 𝐿 вiльна комутативна пiдгрупа у C𝑔 рангу 2𝑔,
тобто є решiткою у C𝑔.

Означення 14.5. Визначмо Якобiан Рiманової поверхнi 𝑋 як

Jac(𝑋) := C𝑔/𝐿.

Запровадьмо комплексну структуру на Jac(𝑋), аналогiчно то того, як ми це зробили
для одновимiрних комплексних торiв (стор. 1.14). Тодi Jac(𝑋) комплексний многовид
розмiрностi 𝑔.

Вправа. Jac(C/Γ) ∼= C/Γ.

14.2. Вiдображення Абеля-Якобi, зв’язок мiж дивiзорами та Якобiанами. За-
фiксуймо точку 𝑞 ∈ 𝑋 компактної Рiманової поверхнi 𝑋. Для точки 𝑥 ∈ 𝑋 вiзьмiмо
деякий шлях 𝛾𝑥 iз 𝑞 у 𝑥 й розгляньмо⎛⎝ 𝑥∫︁

𝑞

𝜔1,

𝑥∫︁
𝑞

𝜔2, . . . ,

𝑥∫︁
𝑞

𝜔𝑔

⎞⎠ :=

⎛⎝∫︁
𝛾𝑥

𝜔1, . . . ,

∫︁
𝛾𝑥

𝜔𝑔

⎞⎠ .

Це елемент у C𝑔. Звичайно, вiн залежить вiд вибору 𝛾𝑥. З iншого ж боку, якщо 𝛿𝑥 iнший
шлях, що з’єднує 𝑞 та 𝑥, для кожного 𝜔 ∈ Ω𝑋(𝑋)∫︁

𝛾𝑥

𝜔 −
∫︁
𝛿𝑥

𝜔 =

∫︁
𝛾𝑥

𝜔 +

∫︁
𝛿−1
𝑥

𝜔 =

∫︁
𝛾𝑥·𝛿−1

𝑥

𝜔,

де 𝛼𝑥 = 𝛾𝑥 · 𝛿−1
𝑥 замкнений шлях iз точки 𝑞. Отже⎛⎝∫︁
𝛾𝑥

𝜔1, . . . ,

∫︁
𝛾𝑥

𝜔𝑔

⎞⎠−
⎛⎝∫︁
𝛿𝑥

𝜔1, . . . ,

∫︁
𝛿𝑥

𝜔𝑔

⎞⎠ =

⎛⎝∫︁
𝛼𝑥

𝜔1, . . . ,

∫︁
𝛼𝑥

𝜔𝑔

⎞⎠ ∈ 𝐿.
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Таким чином вiдображення

𝜆𝑞 : 𝑋 → Jac(𝑋) = C𝑔/𝐿, 𝑥 ↦→ [

⎛⎝ 𝑥∫︁
𝑞

𝜔1, . . . ,

𝑥∫︁
𝑞

𝜔𝑔

⎞⎠]

коректно визначене.
Бiльше того, це вiдображення голоморфне.

Вправа. Показати, що 𝜆𝑞 голоморфне.

Вправа. Показати, що для двох точок 𝑞, 𝑞′ ∈ 𝑋, рiзниця вiдображень 𝜆𝑞 − 𝜆𝑞′ є сталим
вiдображенням 𝑋 −→ Jac(𝑋).

Означення 14.6. Вiдображення 𝜆𝑞 називається вiдображенням Абеля-Якобi, яке вiдпо-
вiдає точцi 𝑞 ∈ 𝑋.

Оскiльки Jac(𝑋) має природну структуру абелевої групи, ми можемо продовжити 𝜆𝑞 за
лiнiйнiстю до гомоморфiзму

Λ𝑞 : Div𝑋 → Jac𝑋,
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑎𝑥 · 𝑥 ↦→
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑎𝑥 · 𝜆𝑞(𝑥).

Зауваження 14.7. Λ𝑞 залежить вiд вибору 𝑞 ∈ 𝑋.

Розгляньмо його обмеження на пiдгрупу Div0𝑋 ⊂ Div𝑋.

Факт.

Λ𝑞|Div0𝑋 : Div0𝑋 → Jac𝑋

не залежить вiд вибору 𝑞.

Доведення. Оскiльки кожен 𝐷 ∈ Div0𝑋 є сумою дивiзорiв вигляду 𝑎 − 𝑏, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋, 𝑎 ̸= 𝑏,
достатньо перевiрити твердження для 𝐷 = 𝑎− 𝑏, 𝑎 ̸= 𝑏. Тодi

Λ𝑞(𝐷) = [(

∫︁ 𝑎

𝑞

𝜔1, . . . ,

∫︁ 𝑎

𝑞

𝜔𝑔)]− [(

∫︁ 𝑏

𝑞

𝜔1, . . . ,

∫︁ 𝑏

𝑞

𝜔𝑔)] =

[(

∫︁ 𝑎

𝑞

𝜔1 −
∫︁ 𝑏

𝑞

𝜔1, . . . ,

∫︁ 𝑎

𝑞

𝜔𝑔 −
∫︁ 𝑏

𝑞

𝜔𝑔)] = [(

∫︁ 𝑎

𝑏

𝜔1, . . . ,

∫︁ 𝑎

𝑏

𝜔𝑔)],

тобто не залежить вiд 𝑞. �

Означення 14.8. Визначмо Λ := Λ𝑞|Div0𝑋 для деякого (кожного) 𝑞 ∈ 𝑋.

Ми отримали гомоморфiзм Λ : Div0𝑋 → Jac𝑋. Нагадаймо, що для 𝑓 ∈ ℳ𝑋(𝑋), (𝑓) ∈
Div0𝑋. Зауважмо, що з рiвностi (𝑓) = (𝑔) для 𝑓, 𝑔 ∈ℳ𝑋(𝑋) випливає, що 𝑓

𝑔
∈ 𝒪𝑋(𝑋) = C.

Отже, знати дивiзор функцiї 𝑓 ∈ℳ𝑋(𝑋) це те саме, що знати 𝑓 iз точнiстю до множення
на скаляр. Отже, описатиℳ𝑋(𝑋) — це те саме, що й описати PDiv𝑋 ⊂ Div0𝑋.

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9D%D1%96%D0%BB%D1%8C%D1%81_%D0%93%D0%B5%D0%BD%D1%80%D1%96%D0%BA_%D0%90%D0%B1%D0%B5%D0%BB%D1%8C 
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%B0%D1%80%D0%BB_%D0%93%D1%83%D1%81%D1%82%D0%B0%D0%B2_%D0%AF%D0%BA%D0%BE%D0%B1_%D0%AF%D0%BA%D0%BE%D0%B1%D1%96
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14.3. Теорема Абеля-Якобi.

Теорема 14.9. I. (Абель) PDiv𝑋 = Ker Λ, тобто дивiзор 𝐷 ∈ Div0𝑋 є дивiзором де-
якої мероморфної функцiї 𝑓 ∈ ℳ𝑋(𝑋) (𝐷 = (𝑓)) тодi i лише тодi, коли Λ(𝑋) = 0.
Зокрема Pic0𝑋 = Div0𝑋/PDiv𝑋 може розглядатися як пiдгрупа у Jac𝑋 за допомогою
iндукованого вкладення

Pic0𝑋 → Jac𝑋, [𝐷] ↦→ Λ(𝐷).

II. (Якобi) Λ сюр’єктивне, зокрема

Pic0𝑋 → Jac𝑋, [𝐷] ↦→ Λ(𝐷).

є iзоморфiзмом абелевих груп.

Доведення. Без доведення. �

Наслiдок 14.10. 𝜆𝑞 : 𝑋 → Jac𝑋 iн’єктивне для кожного 𝑞 ∈ 𝑋.

Доведення. Припустiмо, що 𝜆𝑞 не є iн’єктивним. Тодi iснують 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋, 𝑎 ̸= 𝑏, iз 𝜆𝑞(𝑎) =

𝜆𝑞(𝑏). Тодi для 𝐷 = 𝑎 − 𝑏, Λ(𝐷) = 𝜆𝑞(𝑎) − 𝜆𝑞(𝑏) = 0, отже iснує 𝑓 ∈ ℳ𝑋(𝑋) iз 𝐷 = (𝑓).

Тодi 𝑓 має степiнь 1 як вiдображення Рiманових поверхонь 𝑋 𝑓−→ Ĉ. Отже 𝑋 ∼= Ĉ, що є
суперечнiстю iз нашим припущенням 𝑔𝑋 > 1. �

14.4. Теорема Абеля-Якобi та одновимiрнi комплекснi тори.

Наслiдок 14.11. Якщо 𝑔𝑋 = 1, тодi 𝜆𝑞 : 𝑋 → Jac𝑋 = C/𝐿 iзоморфiзм, тобто компле-
кснi тори є єдиними компактними Рiмановими поверхнями роду 1.

Доведення. 𝜆𝑞 є голоморфним iн’єктивним вiдображенням Рiманових поверхонь𝑋 → C/𝐿,
отже є сюр’єктивним i отже iзоморфiзмом. �

Наслiдок 14.12 (Теорема Абеля-Якобi для комплексних торiв). Нехай 𝑋 = C/Γ компле-
ксний тор.

(0) Тодi Jac𝑋 можна ототожнити iз 𝑋.

(1) Нехай 𝐷 =
∑︀
𝑖

𝑎𝑖 · [𝑥𝑖] ∈ Div𝑋 дивiзор на 𝑋, 𝑎𝑖 ∈ Z, 𝑥𝑖 ∈ C. Нехай 𝐷C =
∑︀
𝑖

𝑎𝑖𝑥𝑖 ∈ C.

Тодi при ототожненнi Jac𝑋 = 𝑋, вiдображення Λ : Div0𝑋 → Jac𝑋 = 𝑋 задане за
допомогою

𝐷 ↦→ [𝐷C] = 𝐷C + Γ ∈ 𝑋 = C/Γ.

Отже
Pic0𝑋 → 𝑋, [𝐷] ↦→ [𝐷C],

є iзоморфiзмом абелевих груп.

(2) Iншими словами, для 𝐷 ∈ Div0𝑋 iснує 𝑓 ∈ℳ𝑋(𝑋) iз 𝐷 = (𝑓) тодi i лише тодi, коли
𝐷C ∈ Γ.

Доведення. Вправа. �

14.5. Кiлька заключних зауважень.

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9D%D1%96%D0%BB%D1%8C%D1%81_%D0%93%D0%B5%D0%BD%D1%80%D1%96%D0%BA_%D0%90%D0%B1%D0%B5%D0%BB%D1%8C 
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%B0%D1%80%D0%BB_%D0%93%D1%83%D1%81%D1%82%D0%B0%D0%B2_%D0%AF%D0%BA%D0%BE%D0%B1_%D0%AF%D0%BA%D0%BE%D0%B1%D1%96 
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14.5.1. Компактнi Рiмановi поверхнi як проективнi алгебраїчнi многовиди. Нехай𝑋 ком-
пактна Рiманова поверхня роду 𝑔𝑋 > 1. Тодi Jac𝑋 може бути вкладений у P𝑛 для деякого
𝑛. Тодi послiдовнiсть вкладень

𝑋 ⊂ Jac𝑋 ⊂ P𝑛
дає вкладення 𝑋 у P𝑛 як пiдмноговид.

Зауваження 14.13. Зауважмо, що не кожен багатовимiрний комплексний тор може бути
вкладений у деякий P𝑛. Однак це так у випадку торiв, якi визначенi за допомогою решiток
перiодiв.

Означення 14.14. Проективний алгебраїчний многовид — це множина нулiв однорiдних
многочленiв 𝑓1, . . . , 𝑓𝑚 ∈ C[𝑥0, . . . , 𝑥𝑛]

𝑍(𝑓1, . . . , 𝑓𝑚) = {⟨𝑥0, . . . , 𝑥𝑛⟩ ∈ P𝑛 | 𝑓𝑖(𝑥0, . . . , 𝑥𝑛) = 0 ∀𝑖 = 1, . . . ,𝑚}.

Теорема 14.15 (Чоу). Компактнi комплекснi пiдмноговиди P𝑛 є проективними алгебра-
їчними многовидами.

Наслiдок 14.16. Кожна компактна Рiманова поверхня може бути представлена як
проективний алгебраїчний многовид, тобто як проективна алгебраїчна крива.

Зауваження 14.17. Нехай 𝐶 = 𝑍(𝑓) ⊂ P2 гладка плоска алгебраїчна крива, deg 𝑓 = 𝑑.
Тодi її рiд дорiвнює

𝑔𝐶 =
(𝑑− 1)(𝑑− 2)

2
.

Зокрема, 𝑔𝐶 = 0 для 𝑑 = 1 та 𝑑 = 2, 𝑔𝐶 = 1 для 𝑑 = 3, 𝑔𝐶 = 3 для 𝑑 = 4, 𝑔𝐶 = 6 для
𝑑 = 5. Таким чином ми бачимо, що не кожна компактна Рiманова поверхня може бути
представлена як плоска алгебраїчна крива (наприклад, Рiмановi компактнi поверхнi роду
2 не можуть бути плоскими).

Зауваження 14.18. Бiльше прикладiв Рiманових поверхонь iз рiзними родами наведено
у Додатку A.

14.5.2. Розмiрнiсть простору модулiв. У нашому курсi ми показали, що простiр класiв
iзоморфностi (так званий простiр модулiв) компактних Рiманових поверхонь роду

∙ 𝑔 = 0 складається iз однiєї точки;
∙ 𝑔 = 1 має розмiрнiсть 1 й може бути ототожнений iз C (використовуючи 𝑗-iнварiант).

Можна показати, що для 𝑔 > 2, простiр ℳ𝑔 класiв iзоморфностi компактних Рiманових
поверхонь роду 𝑔 має розмiрнiсть 3𝑔 − 3.
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Вправи.

Вправа 53. (1) Нехай Γ решiтка у C та нехай 𝑋 = C/Γ вiдповiдний комплексний тор.
Зафiксуйте деякi твiрнi 𝛼1 та 𝛽1 фундаментальної групи 𝑋, зафiксуйте базис Ω𝑋(𝑋) й
обчислiть вiдповiдну матрицю перiодiв. Можете скористатися результатами iз Вправи 50.

(2) Нехай Γ решiтка у C та нехай 𝑋 = C/Γ вiдповiдний комплексний тор. Показати, що
Jac(𝑋) ∼= 𝑋.

Вправа 54. Нехай 𝑋 компактна Рiманова поверхня роду 𝑔 > 1. Нехай {𝜔1, . . . , 𝜔𝑔} ба-
зив Ω𝑋(𝑋). Нехай 𝐿 ⊂ C𝑔 вiдповiдна решiтка перiодiв. Для фiксованої точки 𝑞 ∈ 𝑋 ми
сконструювали вiдображення

𝜆𝑞 : 𝑋 → Jac(𝑋) = C𝑔/𝐿, 𝑥 ↦→ [(

𝑥∫︁
𝑞

𝜔1, . . . ,

𝑥∫︁
𝑞

𝜔𝑔)].

Довести, що 𝜆𝑞 голоморфне вiдображення.

Пiдказка: Зауважте, що достатньо зрозумiти наступне.
(1) Нехай 𝑤 точка у C. Нехай 𝑓 голоморфна функцiя у деякому вiдкритому околi 𝑊 точки
𝑤. Тодi у кожнiй вiдкритiй кулi 𝑈 навколо 𝑤, 𝑈 ⊂ 𝑊 , для кожної точки 𝑥 ∈ 𝑈 та для
кожного шляху 𝛾𝑥, що поєднує 𝑤 та 𝑥 у 𝑈 , iнтеграл∫︁

𝛾𝑥

𝑓𝑑𝑧

залежить лише вiд 𝑥 i не залежить вiд вибору 𝛾𝑥, отже позначення
𝑥∫︀
𝑤

𝑓𝑑𝑧 :=
∫︀
𝛾𝑥

𝑓𝑑𝑧 має

сенс.
(2) Бiльше того, iснує вiдкрита куля 𝑈 навколо 𝑤, де 𝑓 має первiсну функцiю, тобто

голоморфну функцiю 𝐹 , таку що 𝐹 ′(𝑧) = 𝑓(𝑧). Тодi
𝑥∫︀
𝑤

𝑓𝑑𝑧 =
𝑥∫︀
𝑤

𝐹 ′(𝑧)𝑑𝑧 = 𝐹 (𝑥) − 𝐹 (𝑤), й

тому функцiя

𝑈 ∋ 𝑥 ↦→
𝑥∫︁

𝑤

𝑓𝑑𝑧

голоморфна.

Вправа 55. Показати, що для двох точок 𝑞, 𝑞′ ∈ 𝑋, рiзниця вiдображень 𝜆𝑞−𝜆𝑞′ є сталим
вiдображенням 𝑋 −→ Jac(𝑋).

Вправа 56. Нехай 𝑋 = C/Γ комплексний тор, Γ = Z ·𝜔1 +Z ·𝜔2. Нехай 𝐷1 =
[︀
𝜔1

2

]︀
+
[︀
𝜔2

2

]︀
−[︀

𝜔1+𝜔2

2

]︀
, 𝐷2 =

[︀
𝜔1

2

]︀
+
[︀
𝜔2

2

]︀
− 2 ·

[︀
𝜔1+𝜔2

2

]︀
, 𝐷3 =

[︀
𝜔1

2

]︀
+
[︀
𝜔2

2

]︀
− 2 ·

[︀
𝜔1+𝜔2

4

]︀
.

Перевiрте, що 𝐷1, 𝐷2, 𝐷3 є головними дивiзорами.
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Додаток A. Приклади компактних Рiмановий поверхонь iз рiзними родами

Для довiльного 𝑔 ∈ Z>0 ми наведемо приклад компактної Рiманової поверхнi роду 𝑔.

A.1. Рiд 0. Ми знаємо, що, з точнiстю до iзоморфiзму, iснує лише одна компактна Рiман-
ова поверхня роду 0. Це Рiманова сфера Ĉ або ж проективна комплексна пряма P1.

A.2. Рiд 1. Ми знаємо, що єдиними компактними Рiмановими поверхнями роду 1 є ком-
плекснi тори. Останнi можуть розглядатися як плоскi проективнi кубiчнi кривi заданi
рiвняннями

𝑧𝑦2 = 4𝑥3 − 𝑔2𝑥𝑧2 − 𝑔3𝑧3.
Iншими словами, комплекснi тори є замиканнями у P2 афiнних кривих 𝐶 ⊂ C2,

𝐶 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑦2 = 4𝑥3 − 𝑔2𝑥− 𝑔3},

де C2 вкладається у P2 за допомогою вiдображення

(𝑥, 𝑦) ↦→ ⟨𝑥, 𝑦, 1⟩.

Отже, можемо розглядати елiптичнi кривi як замикання у P2 афiнних кривих вигляду

𝐶 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑦2 = ℎ(𝑥)},

де ℎ кубiчний многочлен iз трьома рiзними коренями.

Нагадування A.1. Зауважмо, що для многочлена 𝑓 ∈ C[𝑥, 𝑦] степеня 𝑑 замикання афiн-
ної множини нулiв

𝑍(𝑓) = {(𝑥, 𝑦) | 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0} ⊂ C2

— це множина нулiв гомогенiзованого многочлена 𝐹 ∈ C[𝑥, 𝑦, 𝑧], що визначається як
𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧𝑑 · 𝑓(𝑥

𝑧
, 𝑦
𝑧
). Тобто

𝑍(𝑓) = 𝑍(𝐹 ) = {⟨𝑥, 𝑦, 𝑧⟩ | 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0}.

A.3. Узагальнюючи елiптичнi кривi. Можна спробувати узагальнити конструкцiю
елiптичних кривих, щоб отримати приклади Рiманових поверхонь iз вищими родами.

A.3.1. Спроба прямого пiдходу. Легко зауважити, що для многочлена ℎ ∈ C[𝑥] крива

𝐶 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑦2 = ℎ(𝑥)} ⊂ C2

гладка (є пiдмноговидом у C2) тодi й лише тодi, коли усi коренi ℎ рiзнi. нехай ℎ = 𝑐 ·∏︀𝑑
1(𝑥− 𝑎𝑖), 𝑑 > 3, iз 𝑎𝑖 ̸= 𝑎𝑗 для 𝑖 ̸= 𝑗.
Вкладiмо C2 у P2 якi вище за допомогою вiдображення (𝑥, 𝑦) ↦→ ⟨𝑥, 𝑦, 1⟩ та розгляньмо

замикання 𝐶 кривої 𝐶 у P2. Тодi 𝐶 визначається рiвнянням

𝑦2𝑧𝑑−2 = 𝑐 ·
𝑑∏︁
1

(𝑥− 𝑎𝑖𝑧).

Ми бачимо, що ⟨0, 1, 0⟩ є особливою точкою замикання 𝐶, якщо 𝑑 > 3, отже замикання у
P2 гладкої афiнної кривої у C2 ⊂ P2 не завжди дає пiдмноговид у P2, тобто 𝐶 не завжди
Рiманова поверхня. Ми бачимо, що у випадку рiвняння 𝑦2 = ℎ(𝑥) цей пiдхiд не працює
для 𝑑 > 3.
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A.3.2. Iнший пiдхiд. Погляньмо на C2 як на добуток C × C, тримаючи у пам’ятi, що C
може розглядатися, як вiдкрита щiльна пiдмножина у Ĉ ∼= P1. Це спонукає розглянути
C2, як вiдкриту пiдмножину лiнiйного розшарування над Ĉ ∼= P1.

Нагадування A.2. Лiнiйне розшарування над Ĉ — це 2-вимiрний комплексний многовид
𝐸 разом iз голоморфним вiдображенням 𝐸

𝜋−→ Ĉ, так що над стандартними вiдкритими
картами 𝑈0 та 𝑈1 у Ĉ обмеження 𝐸|𝑈0 = 𝜋−1(𝑈0) та 𝐸|𝑈1 = 𝜋−1(𝑈1) iзоморфнi до 𝑈0 × C
та 𝑈0 × C за допомогою iзоморфiзмiв 𝜑0 та 𝜑1 вiдповiдно, так що 𝜋|𝜋−1(𝑈0) = 𝑝𝑟1 ∘ 𝜑0 та
𝜋|𝜋−1(𝑈1) = 𝑝𝑟1 ∘ 𝜑1 й вiдображення переходу (або вiдображення склейки, або ж коцикл)

(𝑈0 ∩ 𝑈1)× C
𝜑1𝜑

−1
0−−−→ (𝑈0 ∩ 𝑈1)× C, (𝑥, 𝑣) ↦→ (𝑥, 𝑔10(𝑥)(𝑣))

дане у шарi над 𝑥 ∈ 𝑈0 ∩ 𝑈1 лiнiйним вiдображенням 𝑔10(𝑥) : C → C, тобто 𝑔10 може
розглядатися, як голоморфне вiдображення 𝑔10 : 𝑈0 ∩ 𝑈1 → C*.

Зауважмо, що достатньо знати 𝑔10, щоб реконструювати 𝐸 iз точнiстю до iзоморфiзма.
Вiдомо, що, з точнiстю до iзоморфiзма, 𝐸 визначений за допомогою вiдображення склей-

ки 𝑔10 вигляду 𝑔10(𝑡) = 𝑡𝑛 для деякого 𝑛 ∈ Z. Щоб зрозумiти це, достатньо розумiти, що
кожен обертовний пучок на Ĉ iзоморфний до 𝒪Ĉ(𝐷) для деякого дивiзора 𝐷 ∈ Div(Ĉ) i
цей iзоморфiзм клас залежить лише вiд класу дивiзора [𝐷] ∈ Pic(Ĉ) за Твердженням 7.1,
Зауваженням 7.3 й Вправою 25.

Нехай 𝐸 задане коциклом 𝑔10(𝑡) = 𝑡𝑛. Тодi 𝐸 може бути склеєне iз двох шматкiв 𝑈0×C
та 𝑈1 × C, кожен з яких ототожнюється iз C2. Склейка описується вiдображенням

C* × C ∼= (𝑈0 ∩ 𝑈1)× C
𝜑1𝜑

−1
0−−−→ (𝑈0 ∩ 𝑈1)× C −→ C* × C, (𝑥, 𝑦) ↦→ (1/𝑥, 𝑦𝑥𝑛).

Тодi точка (𝑥, 𝑦) вiдображається у (𝜉, 𝜂) = (1/𝑥, 𝑦𝑥𝑛). Оскiльки 𝑦2 = ℎ(𝑥) та 𝑥 = 1/𝜉, маємо
𝑦 = 𝜂/𝑥𝑛 = 𝜂𝜉𝑛 i отже

𝜂2𝜉2𝑛 = ℎ(1/𝜉) =
1

𝜉𝑑
· 𝑐 ·

𝑑∏︁
1

(1− 𝑎𝑖𝜉).

Зауважмо, що многочлен 𝑔(𝜉) = 𝑐 ·
∏︀𝑑

1(1 − 𝑎𝑖𝜉) не дорiвнює нулю у точцi 0 i має рiзнi
коренi.

Якщо 𝛿 = 2𝑛+ 𝑑 > 0, тодi
𝜂2𝜉𝛿 = 𝑔(𝜉).

Крива у C2 визначена як
𝐶1 = {(𝜉, 𝜂) | 𝜂2𝜉𝛿 − 𝑔(𝜉) = 0}

гладка. Отже об’єднання 𝐶0 = 𝐶 та 𝐶1 є Рiмановою поверхнею у 𝐸. Але, оскiльки 𝐶1 не
мiстить точок вигляду (0, 𝜂), 𝐶1 мiститься у 𝐶0. Отже ця конструкцiя не додає точок до
𝐶0 i тому не дає комактну Рiманову поверхню.

Якщо 𝛿 = 2𝑛+ 𝑑 6 0, тодi для 𝜖 = −𝛿

𝜂2 = 𝜉𝜖𝑔(𝜉).

Крива у C2 визначена як
𝐶1 = {(𝜉, 𝜂) | 𝜂2 − 𝜉𝜖𝑔(𝜉) = 0}
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гладка тодi й лише тодi, коли многочлен 𝜉𝜖𝑔(𝜉) не має кратних коренiв, тобто, оскiльки 𝑔
має лише простi коренi вiдмiннi вiд нуля, тодi й лише тодi, коли 𝜖 = 0 або 𝜖 = 1. Нехай 𝑋
об’єднання 𝐶0 = 𝐶 та 𝐶1. Тодi 𝑋 Рiманова поверхня у 𝐸. Бiльше того, 𝑋 компактна як
об’єднання двох компактних множин

{(𝑥, 𝑦) | 𝑦2 = ℎ(𝑥), |𝑥| 6 1} ∪ {(𝜉, 𝜂) | 𝜂2 = 𝜉𝜖𝑔(𝜉)}.

Рiмановi поверхнi цього типу називається гiперелiптичними кривими.

A.3.3. Рiд гiперелiптичних кривих. Оскiльки𝑋 сконструйована як пiдмноговид лiнiйного
розшарування 𝐸 над Ĉ, ми маємо природне голоморфне вiдображення

𝑋
𝜋−→ Ĉ

яке дане над 𝑈0 та 𝑈1 за допомогою (𝑥, 𝑦) ↦→ 𝑥 та (𝜉, 𝜂) ↦→ 𝜉 вiдповiдно.
Перш за все, обчiслiмо степiнь 𝑋 𝜋−→ Ĉ. Зауважмо, що для кожного 𝑥 ∈ 𝑈0 ⊂ Ĉ, такого

що ℎ(𝑥) ̸= 0, iснує рiвно 2 точки у прообразi 𝜋−1(𝑥). Оскiльки може бути лише скiнченна
кiлькiсть точок розгалудження, робимо висновок, що 𝑑(𝜋) = 2.

Множина точок розгалудження спiвпадає iз прообразами точок 𝑥 ∈ Ĉ, таких що або
ℎ(𝑥) = 0, якщо 𝑥 ∈ 𝑈0, або ж 𝜉𝜖𝑔(𝜉) = 0, якщо 𝑥 = 1/𝜉 ∈ 𝑈1. Iснує 𝑑 таких точок над 𝑈0

та ще одна 1 точка над ∞ ∈ Ĉ у випадку 𝜖 = 1, тобто якщо 𝑑 непарне. Кратнiсть кожної
з точок розгалудження дорiвнює 2, отже∑︁

𝑥∈𝑋

(mult𝑥 𝜋 − 1) = 𝑑+ 𝜖.

Нехай 𝑔 позначає рiд 𝑋. Застосуймо формулу Рiмана-Гурвiца до нашого вiдображення.
Маємо

2𝑔 − 2 = 2(−2) + 𝑑+ 𝜖.

Тому 𝑔 = 𝑑+𝜖
2
− 1, отже цим шляхом можемо отримати компактну Рiманову поверхню

довiльного роду 𝑔 ∈ N.

Зауваження A.3. Ми показали,що гiперелiптична крива 𝑋 роду 𝑔 визначена разом iз
голоморфним вiдображенням 𝜋 : 𝑋 → Ĉ степеня 2.

Можна показати, що обернене також є вiрним: кожна компактна Рiманова поверхня
роду 𝑔 з голоморфним вiдображенням 𝜋 : 𝑋 → Ĉ степеня 2 iзоморфна до гiперелiптичної
кривої.

Зауваження A.4. Гiперелiптична крива роду 𝑔 й вiдповiдне голоморфне вiдображення
𝑋 → Ĉ визначають 2(𝑔+1) точок на Ĉ (образи точок розгалудження). Дiючи за допомогою
автоморфiзмiв на Ĉ, тобто за допомогою перетворень 𝑥 ↦→ 𝑎𝑥+𝑏

𝑐𝑥+𝑑
, ( 𝑎 𝑏𝑐 𝑑 ) ∈ GL2(C), завжди

можемо припустити, що 3 iз цих 2(𝑔 + 1) точок є, скажiмо, точками 0, 1,∞. Тодi 2𝑔 − 1

точки, що лишилися, параметризують класи iзоморфностi гiперелiптичних кривих роду 𝑔.
Бiльше того, рiзнi набори (2𝑔−1)-точок у Ĉ дають рiзнi класи iзоморфiзму гiперелiптичних
кривих.

Останнє означає, що пiдпростiр гiперелiптичних кривих у просторi модулiв ℳ𝑔 усiх
компактних кривих роду 𝑔 (див. стор. 79) має розмiрнiсть 2𝑔−1. Оскiльки dimℳ𝑔 = 3𝑔−3

для 𝑔 > 2, маємо, що корозмiрнiсть гiперелiптичного локусу уℳ𝑔 дорiвнює 𝑔 − 2.
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Отже, для 𝑔 > 3 iснують компактнi Рiмановi поверхнi, якi не є гiперелiптичними.

A.4. Рiд 2. Щоб отримати гiперелiптичну Рiманову поверхню роду 2, має виконуватися
𝑑+ 𝜖 = 6, отже можемо можна узяти 𝑑 = 5 або 𝑑 = 6.

Зауваження A.5. Можна показати, що кожна компактна Рiманова поверхня роду 2

гiперелiптична. За Зауваженням A.3, достатньо показати iснування голоморфного вiд-
ображення 𝑋 → Ĉ степеня 2, або ж, еквiвалентно, достатньо знайти мероморфну функцiю
на 𝑋 iз двома полюсами.

A.5. Вищi роди. Як вже згадано вище, мають iснувати негiпералiптичнi Рiмановi по-
верхнi роду 𝑔 > 3.

Приклад A.6. Нехай 𝑌 плоска проективна гладка крива степеня 4, наприклад

𝑌 = {⟨𝑥, 𝑦, 𝑧⟩ ∈ P2 | 𝑥4 + 𝑦4 + 𝑧4 = 0}.

Як ми знаємо, рiд 𝑌 дорiвнює 3. Але, 𝑌 не гiперелiптична.

Бiльш загально, гiперелiптична крива не може бути представлена як пiдмноговид у
площинi P2.

Зауваження A.7. Зауважмо, що 𝑋 отримується iз 𝐶 = 𝐶0 за допомогою додавання
однiєї точки якщо 𝑑 непарне. У цьому випадку наша конструкцiя є одноточковою компа-
ктифiкацiєю, й тому iснує природний гомеоморфiзм мiж 𝑋 та 𝐶.

Якщо 𝑑 парне, 𝑋 отримується iз 𝐶 = 𝐶0 за допомогою додавання двох точок.

Зауваження A.8. Зауважмо, що замикання 𝐶 = 𝐶0 у P2 також є одноточковою компа-
ктифiкацiєю. Але, як зазначено вище, 𝐶 є пiдмноговидом P2 лише для 𝑑 6 3. У випадку
𝑑 = 3 рiд 𝑋 дорiвнює 1 i наша одноточкова компактифiкацiя 𝑋 iзоморфна до 𝐶.

Для 𝑑 > 3, 𝐶 особлива. Отже, хоча 𝑋 та 𝐶 гомеоморфнi як топологiчнi простори,
комплексна структура на 𝑋 не iндукована комплексною структурою на P2.
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